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RESUMO

Neste trabalho analisamos a existência, unicidade e o comportamento assintótico de solução

para o modelo de uma mistura termoelástica do tipo III. Utilizamos para este fim a teoria de

semigrupos de operadores lineares, sendo utilizado na análise das propriedades assintóticas

resultados obtidos por A. Borichev e Y. Tomilov [3] e Prüss[12].
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ABSTRACT

In this work we analyze the existence, uniqueness and asymptotic behavior of solution to the

model of a thermoelastic mixture of type III. We use for this purpose the theory of semigroups

of linear operators, being used results obtained by A. Borichev and Y. Tomilov[3] and Prüss[12]

in the analysis of asymptotic properties.
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ÍNDICE DE NOTAÇÕES

Lp(Ω) espaço das funções u mensuráveis definidas em Ω com valores

em R ou C tais que |u|p é integrável no sentido de Lebesgue em Ω

‖.‖Lp norma em Lp(Ω)

Hm(Ω) espaço das funções u ∈ L2(Ω) tais que Dαu ∈ L2(Ω) para todo |α| � m

‖.‖Hm norma em Hm(Ω)

Hm
0 (Ω) fecho de C∞

0 (Ω) em Hm(Ω)

‖.‖Hm
0

norma em Hm
0 (Ω)

L(X) espaço dos operadores lineares contínuos em X

‖.‖L(X) norma em L(X)

Lp(0, T ;H) espaço das funções mensuráveis u : [0, T ] → X e que ‖u(t)‖H ∈ Lp(0, T )

C0([0, T ];X) espaço das funções contínuas u : [0, T ] → X e que ‖u(t)‖X ∈ C0([0, T ])

med(Ω) medida n-dimensional de Lebesgue do conjunto Ω

D(A) domínio do operador A

ρ(A) conjunto resolvente do operador A

R(λ,A) operador resolvente

Im(A) conjunto imagem do operador A
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1 INTRODUÇÃO

Os trabalhos pioneiros da teoria de misturas termoelásticas de sólidos foram contribuições

de Truesdell e Toupin (1960), Green e Naghdi (1965,1968) e Bowen e Wiese (1969). Grande

parte da teoria de misturas contínuas são dedicadas para descrever situações onde fluidos e/ou

gases estão presentes como componentes e então a descrição espacial é a mais adequada. Para

uma mistura contínua de dois materiais, o movimento é descrito por duas componentes

x = x(X, t), y = y(Y, t)

e assumimos que as partículas x, y ocupam a mesma posição no tempo t.

Nos últimos anos este assunto tem merecido atenção e principalmente nos estudos das

propriedades qualitativas das soluções desses problemas. Recentemente em [2] foi considerado

o sistema de mistura termoelástica de sólidos, onde o efeito térmico é dado pela lei de Fourier,

sendo estabelecido condições necessárias e suficientes para o decaimento exponencial da solu-

ção. Ou seja, satisfeitas certas relações entre os coeficientes do sistema, a dissipação térmica

foi suficiente para garantir o decaimento da solução.

Em nosso trabalho, enfatizamos o estudo do decaimento da solução para o caso de uma

viga unidimensional de tamanho L, composta pela mistura de dois sólidos termoelásticos onde

são considerados leis não Fourier para o fluxo de calor. Mais especificamente, consideramos um

problema de mistura termoelástica do tipo III, onde a diferença de temperatura é representada

por uma equação hiperbólica. Podemos citar alguns trabalhos onde a termoelásticidade do tipo

III é estudada, como por exemplo, [10], [13], [14], [15] e [17].

Denotemos o deslocamento das partículas no ponto x ∈ (0, L) e tempo t por v e w, onde

v = v(x, t);w = w(x, t),

a diferença de temperatura em cada ponto x e tempo t por τ = τ(x, t), a densidade de massa

de cada componente no tempo t = 0 por ρi, as tensões parciais associadas aos componentes

por T e S, a força interna difusiva por P , a densidade de entropia por R, o fluxo de calor por

Q e a temperatuta absoluta na referente configuração por T0. Na ausência de forças externas o

sistema de equações que governa a teoria linear consiste das equações de movimento

ρ1vtt = Tx − P, (1.1)

ρ2wtt = Sx + P, (1.2)

da equação do balanço energia

(ρ1 + ρ2)T0Rt = Qx, (1.3)
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e das equações constitutivas

T = a11vx + a12wx + β1τ, (1.4)

S = a12vx + a22wx + β2τ, (1.5)

P = α(v − w), (1.6)

R = −β1vx − β2wx + cτ, (1.7)

Q = k1θx + k2τx, (1.8)

onde θ é uma variável chamada de deslocamento térmico que satisfaz θt = τ .

Substituindo as equações constitutivas na equação do balanço de energia (1.3) obtemos

cθtt − kθxx − γθtxx − β1vtx − β2wtx = 0 em (0, L)× (0,∞), (1.9)

onde k = k1T
−1
0 (ρ1 + ρ2)

−1 e γ = k2T
−1
0 (ρ1 + ρ2)

−1.

Agora, substituindo as equações constitutivas nas equações de movimento, obtemos o

modelo, chamado problema de mistura com termoelásticidade do tipo III, que é dado pelo

seguinte sistema

ρ1vtt − a11vxx − a12wxx + α(v − w)− β1θtx = 0 em (0, L)× (0,∞) (1.10)

ρ2wtt − a12vxx − a22wxx − α(v − w)− β2θtx = 0 em (0, L)× (0,∞) (1.11)

cθtt − kθxx − γθtxx − β1vtx − β2wtx = 0 em (0, L)× (0,∞) (1.12)

Assumimos que as constantes ρ1, ρ2, β1, β2, c, k, γ e α são positivas, além disso, a matriz (aij)

é definida positiva. Sendo assim, assumimos que os coeficientes da matriz satisfazem

a11, a22 > 0 e a11a22 − a212 > 0.

Estudaremos o problema proposto pelo sistema (1.10)−(1.12), com as condições iniciais

v(., 0) = v0, vt(., 0) = v1, w(., 0) = w0, wt(., 0) = w1, θ(., 0) = θ0, θt(., 0) = θ1 (1.13)

e condições de fronteira dadas por

v(0, t) = v(L, t) = w(0, t) = w(L, t) = θx(0, t) = θx(L, t) = 0, ∀t > 0. (1.14)
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Nosso trabalho está organizado da seguinte forma: No Capítulo 2, apresentamos algumas

definições e resultados prévios que serão utilizados com frequência no decorrer do trabalho.

Não faremos as demonstrações dos teoremas, porém, deixamos indicadas as referências onde

podem ser encontrados os assuntos abordados e suas demonstrações. No Capítulo 3, estudamos

a existência e unicidade de solução para o sistema (1.10)− (1.12) com condições iniciais dadas

em (1.13) e condições de bordo fornecidas por (1.14). No Capítulo 4, estabelecemos condições

suficientes para que a solução do nosso sistema tenha decaimento exponencial, e além disso,

analisamos um caso onde a solução não decai exponencialmente. Finalmente, no Capítulo

5, provamos que, sob certas condições, apesar de nossa solução não apresentar decaimento

exponencial, ela possui decaimento polinomial com taxa de decaimento ótima.
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2 PRELIMINARES

Neste capítulo apresentamos as notações e resultados fundamentais utilizados no desen-

volvimento deste trabalho. Introduzimos os conceitos de Distribuição e Espaços de Sobolev.

Destacamos, também, resultados básicos de Análise Funcional e também as principais defini-

ções e teoremas da teoria de semigrupos.

2.1 DISTRIBUIÇÕES E ESPAÇOS FUNCIONAIS

Nesta seção apresentamos os espaços funcionais e a noção de derivada no sentido das

distribuições. Para isso, considere Ω um subconjunto aberto do R
n.

2.1.1 Noção de derivada fraca

No estudo de problemas descritos pelas equações diferenciais parciais cujos dados iniciais

não são regulares o suficiente para possuírem derivada no sentido clássico, faz-se necessária a

introdução de um novo conceito de derivada.

Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas definições:

Seja u : Ω → R uma aplicação contínua. Denomina-se suporte de u em Ω o fecho do

conjunto {x ∈ Ω; u(x) �= 0} e representa-se por supp(u), ou seja,

supp(u) = {x ∈ Ω; u(x) �= 0}.

Denotamos por C∞
0 (Ω) o espaço vetorial de todas as funções definidas em Ω que são infi-

nitamente diferenciáveis em Ω e que possuem suporte compacto. Dizemos que uma sequência

de funções {uμ}μ∈N ⊂ C∞
0 (Ω) converge para a função u ∈ C∞

0 (Ω) se as seguintes condições

são satisfeitas

i) existe K ⊂ Ω compacto, tal que supp(uμ − u) ⊂ K, para todo μ ∈ N;

ii) para cada α = (α1, . . . , αn) ∈ N
n, x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n, a sequência {Dαuμ}μ∈N
converge para Dαu uniformemente em K, onde Dα representa o operador derivação de

ordem α definido por

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 ∂

α2
x2 . . . ∂αn

xn

, com |α| =
n∑

i=1

αi.

O espaço C∞
0 (Ω) com esta noção de convergência é denominado espaço das funções

testes e será representado por D(Ω).

Define-se distribuição sobre Ω a toda forma linear T sobre D(Ω) que é contínua no sentido

da convergência definida sobre D(Ω). O conjunto de todas as distribuições sobre Ω é um espaço
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vetorial, o qual representa-se D′(Ω). Neste espaço vetorial diz-se que uma sucessão (Tμ)μ∈N
em D′(Ω) converge para T ∈ D′(Ω), quando a sequência numérica (Tμ(u))μ∈N converge para

T (u) em R, para toda u ∈ D(Ω).

Considere uma distribuição T sobre Ω e α ∈ N
n. A derivada de ordem α de T , no sentido

das distribuições, é a forma linear DαT definida por

DαT (ϕ) = (−1)|α|T (Dαϕ), ∀ϕ ∈ D(Ω).

Quando α ∈ N e x ∈ R, denotamos DαT como
dαT

dxα
. Verifica-se que DαT é uma distribuição

sobre Ω, e que a aplicação

Dα : D′(Ω) → D′(Ω)

T 	→ DαT

é linear e contínua no sentido da convergência definida em D′(Ω). Isto significa que se

lim
μ→∞

Tμ = T em D′(Ω), então lim
μ→∞

DαTμ = DαT em D′(Ω).

2.1.2 Os espaços Lp(Ω)

Representamos por Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, o espaço das funções mensuráveis

u : Ω → R, tais que |u|p é integrável a Lebesgue sobre Ω, e por L∞(Ω) o espaço das fun-

ções mensuráveis u : Ω → R tal que existe uma constante c com |u(x)| ≤ c quase sempre em

Ω. Os espaços Lp(Ω) munido da norma

‖u‖Lp := ‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

, para 1 ≤ p < ∞,

‖u‖L∞ := ‖u‖L∞(Ω) = inf{c : |u(x)| ≤ c quase sempre em Ω},

são espaços de Banach. Em particular, o espaço L2(Ω), cuja norma provém do produto interno

〈u, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

é um espaço de Hilbert.

2.1.3 Espaços de Sobolev

Seja Ω um aberto do R
n, 1 ≤ p ≤ ∞ e m ∈ N. Representa-se por Wm,p(Ω) o espaço

vetorial de todas as funções u ∈ Lp(Ω) tais que para todo |α| ≤ m, Dαu pertence a Lp(Ω),

sendo Dαu a derivada no sentido das distribuições.
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O espaço Wm,p(Ω) munido da norma

‖u‖Wm,p := ‖u‖Wm,p(Ω) =

(∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx
) 1

p

, para 1 ≤ p < ∞,

‖u‖Wm,∞ := ‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)|.

é um espaço de Banach e é denominado espaço de Sobolev. Para o caso particular p = 2, o

espaço Wm,2(Ω) é um espaço de Hilbert, representado por Hm(Ω), com o produto interno dado

por

〈u, v〉Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω) , ∀u, v ∈ Hm(Ω)

e é denominado espaço de Sobolev de ordem m. Quando m = 0, Hm(Ω) identifica-se com

L2(Ω).

Define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de D(Ω) em Wm,p(Ω). Quando Ω é

limitado em alguma direção xi de R
n e 1 ≤ p < ∞, então a norma em Wm,p

0 (Ω) dada por

‖u‖Wm,p
0

:= ‖u‖Wm,p
0 (Ω) =

(∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx
) 1

p

,

é equivalente à norma induzida por Wm,p(Ω).

2.1.4 Espaços funcionais à valores vetoriais

Considere X um espaço de Banach. Denotamos por D(0, T ;X) o espaço das funções ve-

toriais ϕ : (0, T ) → X infinitamente diferenciáveis com suporte compacto contido no intervalo

(0, T ). Dizemos que ϕν → ϕ em D(0, T ;X) se

i) existe K ⊂ (0, T ) compacto, tal que supp(φν − φ) ⊂ K, para todo ν,

ii) para cada k ∈ N,
dk

dtk
ϕν(t) → dk

dtk
ϕ(t) em X uniformemente em t ∈ (0, T ).

O espaço das aplicações lineares e contínuas de D(0, T ) em X é denotado por D′(0, T ;X).

Neste espaço dizemos que uma sucessão (Sν)ν∈N ∈ D′(0, T ;X) converge para S ∈ D′(0, T ;X)

quando Sν(ϕ) → S(ϕ) em X , ∀ϕ ∈ D(0, T ).

Denotamos por Lp(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞ o espaço de Banach das funções

u : (0, T ) → X,
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tais que u é mensurável e ‖u(t)‖X pertença a Lp(0, T ). Em Lp(0, T ;X) defini-se a norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pX dt

) 1
p

, para 1 ≤ p < ∞,

‖u‖L∞(0,T ;X) = inf{c ; ‖u(t)‖X ≤ c quase sempre em (0, T )}.

Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, então L2(0, T ;X) é um espaço de Hilbert munido

com o produto interno

〈u, v〉L2(0,T ;X) =

∫ T

0

〈u(t), v(t)〉X dt.

Representamos por Wm,p(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞ o espaço de Banach

Wm,p(0, T ;X) = {u ∈ Lp(0, T ;X) ; u(j) ∈ Lp(0, T ;X), 0 ≤ j ≤ m},

onde u(j) é a j-ésima derivada no sentido das distribuições, com a norma

‖u‖Wm,p(0,T ;X) =

(
m∑
j=0

‖u(j)‖pLp(0,T ;X)

) 1
p

.

Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço Wm,2(0, T ;X) é denotado por Hm(0, T ;X),

que é um espaço de Hilbert com o produto interno

〈u, v〉Hm(0,T ;X) =
m∑
j=0

〈
u(j), v(j)

〉
L2(0,T ;X)

.

Representamos por C0([0, T ];X) o espaço das funções contínuas u : [0, T ] → X , tais

que ‖u(t)‖X pertença a C0([0, T ]), que juntamente com a norma

‖u‖C0([0,T ];X) = max
0≤t≤T

‖u(t)‖X ,

é um espaço de Banach. Denotamos por Cm([0, T ];X) o espaço de Banach das funções u :

[0, T ] → X , tais que

∥∥∥∥dkudtk
(t)

∥∥∥∥
X

pertença a C0([0, T ]) para 0 ≤ k ≤ m. Em Cm([0, T ];X)

defini-se a norma

‖u‖Cm([0,T ];X) = ‖u‖C0([0,T ];X) +

∥∥∥∥dudt
∥∥∥∥
C0([0,T ];X)

+ . . .+

∥∥∥∥dmudtm

∥∥∥∥
C0([0,T ];X)

.

2.2 RESULTADOS AUXILIARES

Nesta seção enunciamos os resultados necessários para o nosso trabalho, cujas demons-

trações podem ser encontradas nas referências citadas.
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Proposição 2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espaço vetorial munido do

produto interno 〈·, ·〉. Então, dadas u, v ∈ H , temos que

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖H ‖v‖H ,

onde ‖ · ‖2H = 〈·, ·〉 .

Demonstração: Ver Lema 3.2-1 de [9].

�

Proposição 2.2 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p, q < ∞ tal que
1

p
+

1

q
= 1 e a, b > 0.

Então

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

Demonstração: Ver Teorema IV.6 de [4].

�

Proposição 2.3 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Ω seja um aberto limitado de

R
n. Então, para todo 1 ≤ p < ∞, existe uma constante cp, tal que

||u||W 1,p
0 (Ω) ≤ cp||∇u||Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Demonstração: Ver Corolário IX.19 de [4].

�

Observação. A desigualdade de Poincaré também é válida para funções que se anulam em

apenas uma parte da fronteira ∂Ω e também para as funções que tem média nula, isto é,
1

med(Ω)

∫
Ω

u dx = 0. Ver Teorema 5.6.2 de [7].

Definição 2.4. Seja X um espaço de Banach. Representamos por X∗ o seu dual topológico,

isto é,

X∗ = {L : X → C;L é linear e contínuo}.

E, denotaremos por L(x), o valor de L em x ∈ X .

Lema 2.5 (Lax-Milgram). Seja H um espaço de Hilbert complexo e a : H × H → C uma

forma sesquilinear contínua e coerciva, isto é, existem constantes positivas c1 e c2, tais que

|a[u, v]| ≤ c1‖u‖H‖v‖H e c2‖u‖2H ≤ a[u, u], u, v ∈ H.

Seja L : H → R, um funcional linear e limitado em H . Então existe um único w ∈ H tal que

a[w, v] = L(v), ∀ v ∈ H.
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Demonstração: Ver Corolário V8.16 em [4].

�

Lema 2.6 (Equivalência de Normas). Sejam X1 = (X, ‖ · ‖1) e X2 = (X, ‖ · ‖2) espaços de

Banach. Se existe uma constante positiva c1, tal que

‖x‖1 ≤ c1 ‖x‖2

para todo x ∈ X , então existe uma constante positiva c2, tal que

‖x‖2 ≤ c2 ‖x‖1

para todo x ∈ X . (Logo as duas normas são equivalentes).

Demonstração: Ver [4] página 19.

�

Lema 2.7 (Du Bois Raymond). Seja u uma função localmente integrável em Ω ⊂ R
n. Se∫

Ω

uϕdx = 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

então u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração: Ver Proposição 4, página 20 em [5].

�

Teorema 2.8 (Regularidade Elíptica). Seja L um operador diferencial elíptico de ordem 2m,

m ∈ N, definido em um aberto regular Ω ⊂ R
n e u ∈ D′(Ω). Se u é tal que Lu = f , no sentido

distribucional, com f ∈ L2(Ω), então u ∈ H2m(Ω).

Demonstração: Ver [1].

�

2.3 SEMIGRUPO DE OPERADORES

Nesta seção, apresentamos a definição de semigrupo de classe C0, algumas propriedades,

bem como a caracterização dos geradores infinitesimais de um semigrupo. Para isto, considere

X um espaço de Banach real ou complexo e por

L(X) = {S : X → X : S é linear e contínuo}
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denotamos o espaço dos operadores lineares contínuos de X em X com a norma usual

‖S‖L(X) = sup
x∈X

{‖Sx‖X
‖x‖X : x �= 0

}
.

Definição 2.9. Seja X um espaço de Banach real. Uma família {S(t)}t≥0 de operadores line-

ares limitados de X em X é chamada de semigrupo se satisfazem as propriedades

(i) S(0)w = w, w ∈ X ,

(ii) S(t+ s)w = S(t)S(s)w = S(s)S(t)w, s, t ≥ 0, w ∈ X .

Definição 2.10. Um semigrupo de operadores lineares {S(t)}t≥0 é dito ser de classe C0, ou de

fortemente contínuo, se para todo x ∈ X a função t 	−→ S(t)x é continua no ponto zero.

Um exemplo de semigrupo de classe C0 é a função exponencial S(t) = eAt que pode ser

definida quando A for um operador linear limitado de um espaço de Banach X . No caso em

que A seja um operador linear não limitado, com certas propriedades, pode-se também definir

eAt. Isto é feito pela teoria de semigrupos. Ver [11] e [16].

Definição 2.11. Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 de operadores lineares em X . Di-

zemos {S(t)}t≥0 é um semigrupo de contrações se ‖S(t)‖L(X) ≤ 1 para todo t ≥ 0.

Definição 2.12. Considere o operador A : D(A) → X , dado por

Au = lim
t→0+

S(t)u− u

t
, u ∈ D(A),

onde

D(A) =

{
u ∈ X : lim

t→0+

S(t)u− u

t
existe em X

}
.

Dizemos que A é o gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}t≥0 e D(A) é o domínio de A.

Teorema 2.13. Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 de contrações e o operador

A : D(A) ⊂ X → X

seu gerador infinitesimal. Então, U(t) = S(t)U0 é a única solução do problema de valor inicial

Ut = AU, U(0) = U0

para U0 ∈ D(A). E, ainda S(t)U0 ∈ C1([0,∞);X) ∩ C([0,∞);D(A)).

Demonstração: Ver Corolário 2.3 e Teorema 2.4 em [11].

�
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2.3.1 Caracterização dos geradores de semigrupos de classe C0

Nesta seção, apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips, os quais

caracterizam geradores infinitesimais de semigrupos de classe C0.

Definição 2.14. Se A é um operador linear em X , não necessariamente limitado, o conjunto

resolvente ρ(A) de A é o conjunto de todos os números complexos λ, tais que, o operador

R(λ,A) = (λI − A)−1 existe e é limitado em X. O operador R(λ,A) é chamado de operador

resolvente. Chamaremos de espectro de A o conjunto σ(A) = C− ρ(A).

Teorema 2.15 (Hille-Yosida). Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

de classe C0 de contrações se, e somente se

(i) A é um operador fechado e D(A) = X ,

(ii) O conjunto resolvente ρ(A) de A contém o conjunto R
+ e para todo λ > 0

‖(λI − A)−1‖L(X) ≤ 1

λ
.

Demonstração: Ver Teorema 3.1 em [11].

�

Definição 2.16. Seja H um espaço de Hilbert. Dizemos que um operador A é dissipativo se

Re 〈Au, u〉H ≤ 0, ∀ u ∈ D(A).

Teorema 2.17 (Lummer-Phillips). Seja A um operador linear com domínio denso em um es-

paço de Hilbert H .

(i) Se A é dissipativo e existe λ tal que Im(λI − A) = H , então A é o gerador infinitesi-

mal de um semigrupo de classe C0 de contrações.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações sobre o

espaço H , então Im(λI − A) = H para todo λ > 0 e A é um operador dissipativo.

Demonstração: Ver Teorema 4.3 em [11].

�

Agora, apresentamos um importante resultado que estabelece quais são as condições para

que um operador linear seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contra-

ções. Este resultado será usado na prova da existência e unicidade de solução do problema que

estudamos neste trabalho.

Corolário 2.18. Seja A um operador linear, dissipativo e com domínio denso. Se 0 ∈ ρ(A),

então A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações.

Demonstração: Ver Teorema 2.12.3 em [16].
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�

Lema 2.19. Sejam S : X → X um operador linear limitado com inverso limitado e

B : X → X

um operador linear, tal que, ‖B‖L(X) <
1

‖S−1‖L(X)
. Então S +B é limitado e invertível.

Demonstração: Ver Lema 2.12.1 em [16].

�

Teorema 2.20. Seja A um operador dissipativo em X. Se para algum λ0 > 0, Im(λ0I − A) =

X , então Im(λI − A) = X para todo λ > 0.

Demonstração: Ver Teorema 4.5 em [11].

�

Teorema 2.21. Seja A um operador dissipativo com Im(I − A) = X . Se X é reflexivo, então

D(A) = X.

Demonstração: Ver Teorema 4.6 em [11].

�

Definição 2.22. Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear.

Dizemos que A é compacto se para todo subconjunto limitado M de D(A), sua imagem A(M)

é um conjunto relativamente compacto, isto é, seu fecho A(M) é compacto.

Definição 2.23. Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear

fechado com resolvente não vazio. Diremos que A tem resolvente compacto se para algum

λ0 ∈ ρ(A) temos que (λ0I − A)−1 é compacto.

Teorema 2.24. Se A é um operador linear fechado com domínio imerso compactamente em H

e tal que 0 ∈ ρ(A), então A possui resolvente compacto.

Demonstração: Ver [6] pag.47.

�

Teorema 2.25. Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear

fechado com resolvente não vazio. Se A tem resolvente compacto então o espectro de A consiste

de auto-valores isolados com multiplicidade finita e além disso, (λI − A)−1 é compacto para

todo λ ∈ ρ(A).

Demonstração: Ver Teorema 6.29 em [8].

�
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2.3.2 Comportamento assintótico de semigrupos

Nesta seção, apresentamos os resultados que estabelecem condições necessárias e sufici-

entes para que um semigrupo de classe C0 de contrações seja exponencialmente ou polinomial-

mente estável.

Definição 2.26. Um semigrupo {S(t)}t≥0 é dito exponencialmente estável, se existem constan-

tes M > 0 e ω < 0 tais que

‖S(t)‖L(H) ≤ Meωt, ∀t ≥ 0.

Definição 2.27. Diremos que um semigrupo {S(t)}t≥0 é polinomialmente estável, se existem

constantes C, α > 0 de forma que

‖S(t)u‖H ≤ C

tα
‖u‖D(A) .

Teorema 2.28 (Prüss). Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 de contrações sobre um

espaço de Hilbert H . Então {S(t)}t≥0 é exponencialmente estável se, e somente, se

ρ(A) ⊇ {iβ : β ∈ R} ≡ iR

e

lim
|β|→∞

‖(iβI − A)−1‖L(H) < ∞.

Demonstração: Ver [12].

�

Teorema 2.29 (Borichev e Tomilov). Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 limitado sobre

um espaço de Hilbert H com gerador infinitesimal A, tal que, iR ⊂ ρ(A). Então, para uma

constante α > 0 fixada, as seguintes condições são equivalentes:

(i) ‖R(λ,A)‖L(H) = O(|λ|α), |λ| → ∞.

(ii) ‖S(t)(−A)−α‖L(H) = O(t−1), t → ∞.

(iii) ‖S(t)(−A)−αx‖H = o(t−1), t → ∞, x ∈ H.

(iv) ‖S(t)A−1‖L(H) = O(t−1/α), t → ∞.

(v) ‖S(t)A−1x‖H = o(t−1/α), t → ∞, x ∈ H.

Demonstração: Ver Teorema 2.4 em [3].

�
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3 EXISTÊNCIA E UNICIDADE

Neste capítulo, estabelecemos a existência e unicidade de solução para o sistema que mo-

dela uma mistura termoelástica do tipo III, ou seja, analisamos o seguinte sistema de equações

ρ1vtt − a11vxx − a12wxx + α(v − w)− β1θtx = 0 em (0, L)× (0,∞) (3.1)

ρ2wtt − a12vxx − a22wxx − α(v − w)− β2θtx = 0 em (0, L)× (0,∞) (3.2)

cθtt − kθxx − γθtxx − β1vtx − β2wtx = 0 em (0, L)× (0,∞) (3.3)

onde as constantes ρ1, ρ2, β1, β2, c, k, γ e α são positivas. Além disso, a matriz (aij) é definida

positiva. Sendo assim, assumimos que os coeficientes da matriz satisfazem

a11, a22 > 0 e a11a22 − a212 > 0.

As condições iniciais são

v(., 0) = v0, vt(., 0) = v1, w(., 0) = w0, wt(., 0) = w1, θ(., 0) = θ0, θt(., 0) = θ1 (3.4)

e as condições de fronteira são dadas por

v(0, t) = v(L, t) = w(0, t) = w(L, t) = θx(0, t) = θx(L, t) = 0, ∀t > 0, (3.5)

ou seja, supomos que a viga está fixa e que não há dissipação de calor em suas extremidades.

Este capítulo esta organizado da seguinte forma. Na seção 3.1 apresentamos a formulação

do semigrupo associado ao problema e na seção 3.2 estabelecemos a existência e unicidade de

solução do problema.

A partir de agora, com o intuito de simplificar nossas notações, denotamos a norma do

espaço L2(0, L) simplesmente por ‖ · ‖.

3.1 FORMULAÇÃO DO SEMIGRUPO

Nesta seção, apresentamos a formulação do semigrupo associado ao sistema de mistura

termoelástica do tipo III. Para isto, escrevemos o sistema (3.1) − (3.3) como um problema de

valor inicial do tipo {
Ut = AU,

U(0) = U0.
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Com este intuito, definamos o espaço

H = H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L)×H1
∗ (0, L)× L2(0, L)× L2(0, L)× L2

∗(0, L)

onde

L2
∗(0, L) =

{
ϕ ∈ L2(0, L);

∫ L

0

ϕ dx = 0

}
e H1

∗ (0, L) =
{
ϕ ∈ H1(0, L);

∫ L

0

ϕ dx = 0

}
,

com produto interno dado por

〈
(v, w, θ, V,W,Θ), (ṽ, w̃, θ̃, Ṽ , W̃ , Θ̃)

〉
H
= a11

∫ L

0

vxṽx dx+ a12

∫ L

0

(vxw̃x + wxṽx) dx

+a22

∫ L

0

wxw̃x dx+ α

∫ L

0

(v − w)(ṽ − w̃) dx+ ρ1

∫ L

0

V Ṽ dx+ ρ2

∫ L

0

WW̃ dx

+k

∫ L

0

θxθ̃x dx+ c

∫ L

0

ΘΘ̃ dx.

Considerando U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ H, temos que a norma induzida em H pelo produto

interno definido acima é dada por

‖U‖2H = a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

(vxwx + wxvx) dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx

+α

∫ L

0

|v − w|2 dx+ ρ1

∫ L

0

|V |2 dx+ ρ2

∫ L

0

|W |2 dx+ k

∫ L

0

|θx|2 dx+ c

∫ L

0

|Θ|2 dx.

Sabemos que H é um espaço de Hilbert em sua norma usual, que é definida por

‖U‖21 =
∫ L

0

|vx|2 dx+
∫ L

0

|wx|2 dx+
∫ L

0

|V |2 dx+
∫ L

0

|W |2 dx+
∫ L

0

|θx|2 dx+
∫ L

0

|Θ|2 dx.

Com o objetivo de mostrar que H também é um espaço de Hilbert na norma ‖ · ‖H, vamos fazer

a prova dos seguintes lemas:

Lema 3.1. Existe uma constante positiva c0 tal que

‖U‖2H ≥ c0 ‖U‖21 , ∀ U ∈ H.

Demonstração: Seja U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ H, utilizando as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e de Young temos que



26

a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

(vxwx + wxvx) dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx

≥ a11

∫ L

0

|vx|2 dx− |a12|
∣∣∣∣∫ L

0

vxwx dx

∣∣∣∣+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx− |a12|
∣∣∣∣∫ L

0

wxvx dx

∣∣∣∣
≥ a11

∫ L

0

|vx|2 dx− |a12| 1√
a22

{∫ L

0

|vx|2 dx
} 1

2
{∫ L

0

|wx|2 dx
} 1

2 √
a22

+a22

∫ L

0

|wx|2 dx− |a12| 1√
a11

{∫ L

0

|wx|2 dx
} 1

2
{∫ L

0

|vx|2 dx
} 1

2 √
a11

≥ a11

∫ L

0

|vx|2 dx− a212
2a22

∫ L

0

|vx|2 dx− a22
2

∫ L

0

|wx|2 dx

+a22

∫ L

0

|wx|2 dx− a212
2a11

∫ L

0

|wx|2 dx− a11
2

∫ L

0

|vx|2 dx

=

(
a11
2

− a212
2a22

)∫ L

0

|vx|2 dx+

(
a22
2

− a212
2a11

)∫ L

0

|wx|2 dx

=
a11a22 − a212

2a22

∫ L

0

|vx|2 dx+
a11a22 − a212

2a11

∫ L

0

|wx|2 dx.

Ou seja,

a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

(vxwx + wxvx) dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx

≥ a11a22 − a212
2a22

∫ L

0

|vx|2 dx+
a11a22 − a212

2a11

∫ L

0

|wx|2 dx. (3.6)

Tomando c0 = min
{

a11a22−a212
2a11

,
a11a22−a212

2a22
, ρ1, ρ2, k, c

}
, segue o resultado.

�

Lema 3.2. Existe uma constante positiva c1 tal que

‖U‖2H ≤ c1 ‖U‖21 , ∀ U ∈ H.

Demonstração: Seja U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ H. Note que, da desigualde de Cauchy-

Schwarz, obtem-se

a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

(vxwx + wxvx) dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx+ α

∫ L

0

|v − w|2 dx

≤ a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ 2 |a12|
{∫ L

0

|vx|2 dx
} 1

2
{∫ L

0

|wx|2 dx
} 1

2
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+a22

∫ L

0

|wx|2 dx+ α

(∫ L

0

|v|2 dx+

∫ L

0

|w|2 dx+ 2

{∫ L

0

|v|2 dx
} 1

2
{∫ L

0

|w|2 dx
} 1

2

)
.

Da desigualdade de Young, segue que

2 |a12|
{∫ L

0

|vx|2 dx
} 1

2
{∫ L

0

|wx|2 dx
} 1

2

≤ |a12|
∫ L

0

|vx|2 dx+ |a12|
∫ L

0

|wx|2 dx

e

2

{∫ L

0

|v|2 dx
} 1

2
{∫ L

0

|w|2 dx
} 1

2

≤
∫ L

0

|v|2 dx+

∫ L

0

|w|2 dx.

Sendo assim,

a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

(vxwx + wxvx) dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx+ α

∫ L

0

|v − w|2 dx

≤ a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ |a12|
∫ L

0

|vx|2 dx+ |a12|
∫ L

0

|wx|2 dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx

+2α

(∫ L

0

|v|2 dx+

∫ L

0

|w|2 dx
)
.

Como v, w ∈ H1
0 (0, L), segue da desigualdade de Poincaré que existe uma constante c∗ > 0 de

forma que

a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

(vxwx + wxvx) dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx+ α

∫ L

0

|v − w|2 dx ≤

a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ |a12|
∫ L

0

|vx|2 dx+ |a12|
∫ L

0

|wx|2 dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx

+2αc∗

(∫ L

0

|vx|2 dx+

∫ L

0

|wx|2 dx
)

e com isso

a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

(vxwx + wxvx) dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx+ α

∫ L

0

|v − w|2 dx ≤

(a11 + |a12|+ 2αc∗)
∫ L

0

|vx|2 dx+ (a22 + |a12|+ 2αc∗)
∫ L

0

|wx|2 dx. (3.7)

Tomando c1 = max {(a11 + |a12|+ 2αc∗), (a22 + |a12|+ 2αc∗), ρ1, ρ2, k, c}, segue o

resultado.

�

Obtemos então, pelos lemas 3.1 e 3.2 que as normas ‖ · ‖H e ‖ · ‖1 são equivalentes, e

portanto, H é um espaço de Hilbert na norma ‖ · ‖H.
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Note então que podemos escrever o sistema de equações (3.1)− (3.3) como

vt = V (3.8)

wt = W (3.9)

θt = Θ (3.10)

Vt =
1

ρ1
(a11vxx + a12wxx − α(v − w) + β1Θx) (3.11)

Wt =
1

ρ2
(a12vxx + a22wxx + α(v − w) + β2Θx) (3.12)

Θt =
1

c
(β1Vx + β2Wx + kθxx + γΘxx) (3.13)

e assim o nosso problema é equivalente a{
Ut = AU

U(0) = U0

onde U0 = (v0, w0, θ0, v1, w1, θ1) e A : D(A) ⊂ H −→ H é definido por

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 I
a11
ρ1
(.)xx − α

ρ1
I a12

ρ1
(.)xx +

α
ρ1
I 0 0 0 β1

ρ1
(.)x

a12
ρ2
(.)xx +

α
ρ2
I a22

ρ2
(.)xx − α

ρ2
I 0 0 0 β2

ρ2
(.)x

0 0 k
c
(.)xx

β1

c
(.)x

β2

c
(.)x

γ
c
(.)xx

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
onde I é o operador identidade, (.)xx representa o operador diferencial de segunda ordem na

variavel x e

D(A) =
{
U ∈ H : v, w ∈ H2(0, L);V,W ∈ H1

0 (0, L); Θ ∈ H1
∗ (0, L);

kθ + γΘ ∈ H2(0, L); θx(0) = θx(L) = 0
}
.

Observação. Note que, como Θ = θt, então Θ satisfaz

Θx(0) = Θx(L) = 0.

3.2 EXISTÊNCIA E UNICIDADE

Nesta seção, utilizamos a teoria de semigrupos de operadores lineares para estabelecer a

existência e unicidade de solução para o sistema de mistura termoelástica do tipo III. Com o fim

de utilizar o Corolário 2.18 em conjunto com o Teorema 2.13, faremos a prova dos seguintes
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resultados:

Lema 3.3. O operador A é dissipativo.

Demonstração: Dado U ∈ D(A) note que

〈AU,U〉H =

∫ L

0

(a11Vxvx + a12(Vxwx +Wxvx) + a22Wxwx) dx+α

∫ L

0

(V −W )(v − w) dx

+

∫ L

0

(a11vxx + a12wxx − α(v − w) + β1Θx)V dx+ k

∫ L

0

Θxθx dx

+

∫ L

0

(a12vxx + a22wxx + α(v − w) + β2Θx)W dx+

∫ L

0

(β1Vx + β2Wx + kθxx + γΘxx)Θ dx.

Utilizando integração por partes e as condições de fronteira segue que

〈AU,U〉H =

(∫ L

0

a11Vxvx dx−
∫ L

0

a11vxV x dx

)
+

(∫ L

0

a12Vxwx dx−
∫ L

0

a12wxV x dx

)

+

(∫ L

0

a12Wxvx dx−
∫ L

0

a12vxW x dx

)
+

(∫ L

0

a22Wxwx dx−
∫ L

0

a22wxW x dx

)

+

(∫ L

0

α(V −W )(v − w) dx−
∫ L

0

α(v − w)(V −W ) dx

)

+

(∫ L

0

β1ΘxV dx−
∫ L

0

β1VΘx dx

)
+

(∫ L

0

β2ΘxW dx−
∫ L

0

β2WΘx dx

)

+

(
k

∫ L

0

Θxθx dx− k

∫ L

0

θxΘx dx

)
− γ

∫ L

0

|Θx|2 dx.

Como a parte real das expressões entre parenteses é nula, obtemos que

Re 〈AU,U〉H = −γ

∫ L

0

|Θx|2 dx ≤ 0. (3.14)

Portanto A é dissipativo.

�

Lema 3.4. O operador A é tal que 0 ∈ ρ(A).

Demonstração: Seja F = (f, g, h, p, q, r, ) ∈ H, vamos mostrar inicialmente que existe um

único U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ D(A) tal que AU = F , ou seja

V = f ∈ H1
0 (0, L) (3.15)

W = g ∈ H1
0 (0, L) (3.16)

Θ = h ∈ H1
∗ (0, L) (3.17)



30

a11vxx + a12wxx − α(v − w) + β1Θx = ρ1p ∈ L2(0, L) (3.18)

a12vxx + a22wxx + α(v − w) + β2Θx = ρ2q ∈ L2(0, L) (3.19)

kθxx + γΘxx + β1Vx + β2Wx = cr ∈ L2
∗(0, L). (3.20)

Note que as equações (3.15), (3.16) e (3.17) são triviais. Assim, substituindo (3.15) e

(3.16) em (3.20), obtemos

kθxx + γΘxx = (cr − β1fx − β2gx) ∈ L2
∗(0, L). (3.21)

Considerando então kθ+ γΘ = ϕ e (cr− β1fx − β2gx) = r̃, temos que a equação (3.21)

pode ser escrita como

ϕxx = r̃ ∈ L2
∗(0, L).

Defina a forma sesquilinear B1 : H
1
∗ (0, L)×H1

∗ (0, L) −→ C tal que

B1[ϕ, ψ] =

∫ L

0

ϕxψx dx

e considere em H1
∗ (0, L) a norma ‖ϕ‖H1∗

= ‖ϕx‖. Tenho que

(i) |B1[ϕ, ψ]| =
∣∣∣∣∫ L

0

ϕxψx dx

∣∣∣∣ = |〈ϕx, ψx〉| ≤ ‖ϕx‖ ‖ψx‖

(ii) B1[ϕ, ϕ] =

∫ L

0

|ϕx|2 dx = ‖ϕx‖2

o que mostra que B1 é contínua e coerciva.

Definindo o funcional linear limitado Tr̃ : H
1
∗ (0, L) −→ C tal que

Tr̃(ψ) = −
∫ L

0

r̃ψ dx,

segue do Lema de Lax-Milgram que existe uma única ϕ = kθ + γΘ ∈ H1
∗ (0, L) de forma que

B1[ϕ, ψ] = Tr̃(ψ), ∀ ψ ∈ H1
∗ (0, L), ou seja∫ L

0

ϕxψx dx = −
∫ L

0

r̃ψ dx, ∀ ψ ∈ H1
∗ (0, L). (3.22)

Tomando em particular ψ ∈ C∞
0 (0, L) e utilizando integração por partes obtemos∫ L

0

(ϕxx − r̃)ψ dx = 0, ∀ ψ ∈ C∞
0 (0, L)

e segue do Lema de Du Bois Raymond que ϕxx = r̃. Como ϕ = kθ + γΘ e Θ ∈ H1
∗ (0, L),

segue que existe uma única θ ∈ H1
∗ (0, L) que satisfaz a equação (3.20) e além disso, pelo

Teorema de Regularidade Elíptica, temos que ϕ = kθ + γΘ ∈ H2(0, L).
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Note também que, se multiplicarmos (3.20) por ψ ∈ H1
∗ (0, L), integrarmos de 0 a L e

utilizarmos a relação (3.22), temos que

kθx(0)ψ(0)− kθx(L)ψ(L) + γΘx(0)ψ(0)− γΘx(L)ψ(L) = 0, ∀ ψ ∈ H1
∗ (0, L)

de onde segue que θx(0) = θx(L) = 0 e Θx(0) = Θx(L) = 0.

Agora, substituindo (3.17) em (3.18) e (3.19), obtemos

a11vxx + a12wxx − α(v − w) = p̃ ∈ L2(0, L) (3.23)

a12vxx + a22wxx + α(v − w) = q̃ ∈ L2(0, L) (3.24)

onde p̃ = ρ1p− β1hx e q̃ = ρ2q − β2hx.

Considere então o espaço V = H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L) com norma dada por

‖(v, w)‖V = ‖vx‖+ ‖wx‖

e defina a forma sesquilinear B2 : V × V −→ C tal que

B2[(v, w), (ṽ, w̃)] = a11

∫ L

0

vxṽx dx+ a12

∫ L

0

(wxṽx + vxw̃x) dx

+a22

∫ L

0

wxw̃x dx+ α

∫ L

0

(v − w)(ṽ − w̃) dx.

Note que

(i)
|B2[(v, w), (ṽ, w̃)]| ≤ a11 |〈vx, ṽx〉|+ |a12| (|〈wx, ṽx〉|+ |〈vx, w̃x〉|)

+a22 |〈wx, w̃x〉|+ α |〈v − w, ṽ − w̃〉|

≤ a11 ‖vx‖ ‖ṽx‖+ |a12| (‖wx‖ ‖ṽx‖+ ‖vx‖ ‖w̃x‖)

+a22 ‖wx‖ ‖w̃x‖+ α(‖v‖+ ‖w‖)(‖ṽ‖+ ‖w̃‖)

≤ a(‖vx‖+ ‖wx‖)(‖ṽx‖+ ‖w̃x‖) + αc2∗(‖vx‖+ ‖wx‖)(‖ṽx‖+ ‖w̃x‖)

= (a+ αc2∗)(‖vx‖+ ‖wx‖)(‖ṽx‖+ ‖w̃x‖)

= (a+ αc2∗) ‖(v, w)‖V ‖(ṽ, w̃)‖V
onde c∗ é a constante proveniente do uso da desigualdade de Poincaré e

a = max {a11, |a12| , a22}.
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(ii)

B2[(v, w), (v, w)] = a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

(wxvx + vxwx) dx

+a22

∫ L

0

|wx|2 dx+ α

∫ L

0

|v − w|2 dx

≥ a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

(wxvx + vxwx) dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx.

Utilizando (3.6) segue que

B2[(v, w), (v, w)] ≥ c1

{∫ L

0

|vx|2 dx+

∫ L

0

|wx|2 dx
}

= c1(‖vx‖2 + ‖wx‖2) ≥ c1
2
(‖vx‖+ ‖wx‖)2 = c1

2
‖(v, w)‖2V ,

onde c1 = min
{

a11a22−a212
2a11

,
a11a22−a212

2a22

}
.

Segue então que B2 é contínua e coerciva.

Defina agora o funcional linear limitado T : V −→ C tal que

T (ṽ, w̃) = −
∫ L

0

p̃ṽ dx−
∫ L

0

q̃w̃ dx.

Pelo Lema de Lax-Milgram, existem únicas v, w ∈ H1
0 (0, L) satisfazendo

B2[(v, w), (ṽ, w̃)] = T (ṽ, w̃), ∀ ṽ, w̃ ∈ H1
0 (0, L),

ou seja

a11

∫ L

0

vxṽx dx+ a12

∫ L

0

(wxṽx + vxw̃x) dx+ a22

∫ L

0

wxw̃x dx+ α

∫ L

0

(v − w)(ṽ − w̃) dx

= −
∫ L

0

p̃ṽ dx−
∫ L

0

q̃w̃ dx, ∀ ṽ, w̃ ∈ H1
0 (0, L).

Tomando ṽ ∈ C∞
0 (0, L), w̃ = 0 e integrando por partes, temos que∫ L

0

(a11vxx + a12wxx + α(v − w)− p̃)ṽ dx = 0, ∀ ṽ ∈ C∞
0 (0, L)

e do Lema de Du Bois Raymond segue que a11vxx + a12wxx + α(v − w) = p̃. Analogamente,

se considerarmos w̃ ∈ C∞
0 (0, L) e ṽ = 0, obtemos que a12vxx + a22wxx − α(v − w) = q̃, e

portanto, existem únicas v, w ∈ H1
0 (0, L) que satisfazem (3.18) e (3.19). Além disso, segue do

Teorema de Regularidade Elíptica que a11v + a12w ∈ H2(0, L) e a12v + a22w ∈ H2(0, L).
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Mas como

v =
a22

a11a22 − a212
(a11v + a12w)− a12

a11a22 − a212
(a12v + a22w)

e

w = − a12
a11a22 − a212

(a11v + a12w) +
a11

a11a22 − a212
(a12v + a22w),

segue que v, w ∈ H2(0, L).

Provamos então que existe um único U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ D(A) tal que AU = F ,

assim o operador A−1 existe. Para concluir que 0 ∈ ρ(A) resta mostrar que A−1 é limitado.

De fato, multiplicando as equações (3.15),(3.16) e (3.17) por V ,W e Θ, respectivamente, inte-

grando de 0 a L e utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré, segue que existem

constantes positivas C1, C2 e C3 tais que∫ L

0

|V |2 dx =

∫ L

0

fV dx ≤ ‖f‖ ‖V ‖ ≤ C1 ‖fx‖ ‖V ‖ ≤ C1 ‖F‖H ‖U‖H . (3.25)

∫ L

0

|W |2 dx =

∫ L

0

gWdx ≤ ‖g‖ ‖W‖ ≤ C2 ‖gx‖ ‖W‖ ≤ C2 ‖F‖H ‖U‖H . (3.26)∫ L

0

|Θ|2 dx =

∫ L

0

hΘdx ≤ ‖h‖ ‖Θ‖ ≤ C3 ‖hx‖ ‖Θ‖ ≤ C3 ‖F‖H ‖U‖H . (3.27)

Agora, substituindo (3.17) em (3.18) e (3.19), multiplicando-as por v e w

respectivamente e integrando de 0 a L, obtemos

a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

wxvx dx+ α

∫ L

0

(v − w)v dx

= β1

∫ L

0

hxv dx− ρ1

∫ L

0

pv dx (3.28)

e

a22

∫ L

0

|wx|2 dx+ a12

∫ L

0

vxwx dx− α

∫ L

0

(v − w)w dx

= β2

∫ L

0

hxw dx− ρ2

∫ L

0

qw dx. (3.29)

Somando (3.28) e (3.29), obtem-se

a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

(wxvx + vxwx) dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx+ α

∫ L

0

|v − w|2 dx

= β1

∫ L

0

hxv dx+ β2

∫ L

0

hxw dx− ρ1

∫ L

0

pv dx− ρ2

∫ L

0

qw dx.

Utilizando (3.6) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que existe uma constante
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positiva C4 tal que ∫ L

0

(|vx|2 + |wx|2) dx ≤ C4 ‖F‖H ‖U‖H . (3.30)

Substituindo (3.15), (3.16) e (3.17) em (3.20), multiplicando-a por θ e integrando de 0 a

L temos que

k

∫ L

0

|θx|2 dx = β1

∫ L

0

fxθ dx+ β2

∫ L

0

gxθ dx− γ

∫ L

0

hxθx dx− c

∫ L

0

rθ dx.

E fazendo novamente o uso das desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Poincaré segue

que existe uma constante positiva C5 tal que∫ L

0

|θx|2 dx ≤ C5 ‖F‖H ‖U‖H (3.31)

Utilizando (3.25), (3.26), (3.27), (3.30) e (3.31) temos

‖U‖2H ≤ C6 ‖F‖H ‖U‖H

para alguma constante positiva C6. Aplicando então a desigualdade de Young de forma

conveniente, obtemos uma constante positiva C7 tal que

‖U‖2H ≤ C7 ‖F‖2H .

Portanto A−1 é limitado e consequentemente 0 ∈ ρ(A).

�

Temos agora condições de enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 3.5. O operador A é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contra-

ções.

Demonstração: Pelos Lemas 3.3 e 3.4, sabemos que A é dissipativo e 0 ∈ ρ(A). Note então

que para qualquer λ0 ∈ C podemos escrever

λ0I −A = A(λ0A−1 − I).

Pelo lema 2.19, segue que se |λ0| < 1

‖A−1‖L(H)

então (λ0A−1−I) é inversível e portanto

Im(λ0I −A) = H. Agora, pelo Teorema 2.20, segue que Im(λI −A) = H para todo λ > 0.

Considerando em particular λ = 1 temos que Im(I −A) = H e como H é reflexivo(pois é um

espaço de Hilbert) segue do Teorema 2.21 que D(A) = H. Sendo assim, o operador A satisfaz

todas as hipóteses do Corolário 2.18 e portanto concluimos que A é gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe C0 de contrações.
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�

Como consequência imediata do Teorema 3.5 demonstrado acima e do Teorema 2.13,

obtemos o resultado final desta seção, que é dado por

Teorema 3.6. Se U0 ∈ D(A) então U(t) = S(t)U0 é a única solução do problema{
Ut = AU

U(0) = U0

que satisfaz

S(t)U0 ∈ C1([0,∞);H) ∩ C([0,∞);D(A)).

O Resultado acima nos garante então a existência e unicidade de solução para o sistema

de mistura termoelástica do tipo III.
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4 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Neste capítulo, estabelecemos condições suficientes para que a solução do problema de

mistura termoelástica do tipo III seja exponencialmete estável e verificamos uma situação onde

a solução não decai exponencialmente. Para realizar este objetivo, analisamos sob quais con-

dições o semigrupo associado ao sistema (3.1) − (3.3) satisfaz as hipóteses do Teorema 2.28.

Inicialmente, vamos verificar sob quais condições temos

iR ⊂ ρ(A).

No Capítulo 2, provamos que 0 ∈ ρ(A) e que A é gerador infitesimal de um semigrupo

de classe C0 de contrações, sendo assim, segue do Teorema 2.15 que A é fechado. Utilizando

o fato de que a imersão de D(A) em H é compacta, juntamente com o fato de A ser fechado e

0 ∈ ρ(A), obtemos pelos Teoremas 2.24 e 2.25 que (λI−A)−1 é compacto para todo λ ∈ ρ(A).

Em particular, temos que A−1 é compacto, já que 0 ∈ ρ(A). Assim, σ(A−1) é formado apenas

por autovalores e consequentemente σ(A) também é formado apenas por autovalores. Este

fato nos garante que, para que tenhamos iR ⊂ ρ(A), basta apenas verificar que A não possui

nenhum autovalor no eixo complexo. Temos então o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Temos que iR ⊂ ρ(A) se uma das seguintes condições é verificada

(i) χ0 �= 0 e 1 + D1χ1

χ0
< 0 ou χ0 �= 0 e L

π

√
−α(β1+β2)χ1

χ0
/∈ N.

(ii) χ0 = 0 e χ1 �= 0.

(iii) χ0 = χ1 = 0, D1 > 0 e L2α(β1 + β2)−D1π
2 < 0.

Sendo que

D1 = a11β2 − a12β1,

D2 = a12β2 − a22β1,

χ1 = ρ1β2 − ρ2β1,

χ0 = ρ2β1D1 + ρ1β2D2.

Demonstração: Sejam U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ D(A) e λ ∈ (R− {0}) tais que

(iλI −A)U = 0, ou seja,

iλv − V = 0 (4.1)

iλw −W = 0 (4.2)

iλθ −Θ = 0 (4.3)
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iλρ1V − a11vxx − a12wxx + α(v − w)− β1Θx = 0 (4.4)

iλρ2W − a12vxx − a22wxx − α(v − w)− β2Θx = 0 (4.5)

iλcΘ− (β1Vx + β2Wx)− (kθxx + γΘxx) = 0. (4.6)

Vamos mostrar que, se uma das condições citadas no teorema ocorre, então U = 0, o que é uma

contradição, pois U é autovetor, logo iλ /∈ σ(A), ∀λ ∈ R e consequentemente iR ⊂ ρ(A). De

fato, de (3.14) temos

0 = Re 〈(iλI − A)U,U〉H = −Re 〈AU,U〉H = γ

∫ L

0

|Θx|2 dx

e portanto Θ = 0.

Da equação (4.3) obtemos que θ = 0. Substituindo Θ = θ = 0 em (4.4), (4.5) e (4.6)

temos

iλρ1V − a11vxx − a12wxx + α(v − w) = 0 (4.7)

iλρ2W − a12vxx − a22wxx − α(v − w) = 0 (4.8)

β1Vx + β2Wx = 0. (4.9)

A igualdade (4.9) juntamente com a desigualdade de Poincaré nos fornece que

β1V + β2W = 0, e então, multiplicando (4.1) por β1, (4.2) por β2 e somando os resultados,

concluimos que

iλ(β1v + β2w) = β1V + β2W = 0, ou seja , w = −β1

β2

v. (4.10)

Portanto, para que tenhamos U = 0, basta provar que v = 0.

Substituindo (4.1), (4.2) e (4.10) em (4.7) e (4.8) obtemos

−λ2ρ1v − a11vxx +
a12β1

β2

vxx + α

(
1 +

β1

β2

)
v = 0 (4.11)

λ2ρ2β1

β2

v − a12vxx +
a22β1

β2

vxx − α

(
1 +

β1

β2

)
v = 0. (4.12)

Fazendo o produto de (4.11) e (4.12) por β2 segue

−D1vxx = ρ1β2λ
2v − α(β1 + β2)v (4.13)

−D2vxx = −ρ2β1λ
2v + α(β1 + β2)v. (4.14)

Multiplicando (4.13) e (4.14) por ρ2β1 e ρ1β2, respectivamente, e somando os resultados



38

obtemos

−χ0vxx = α(β1 + β2)χ1v. (4.15)

Suponha então que χ0 �= 0, desta forma

vxx = −α(β1 + β2)χ1

χ0

v. (4.16)

Note que, da equação característica de (4.16), se v �= 0, então

−α(β1 + β2)χ1

χ0

=
(νπ
L

)2
para algum ν ∈ N, isto é,

L

π

√
−α(β1 + β2)χ1

χ0

∈ N.

Além disso, somando (4.13) e (4.14) teríamos que

λ2χ1v = −(D1 +D2)vxx = (D1 +D2)
α(β1 + β2)χ1

χ0

v,

ou seja,

λ2 = α(β1 + β2)
(D1 +D2)

χ0

=
α(β1 + β2)

ρ1β2

(ρ1β2D1 + ρ1β2D2)

χ0

=
α(β1 + β2)

ρ1β2

(ρ1β2D1 + ρ1β2D2 + ρ2β1D1 − ρ2β1D1)

χ0

=
α(β1 + β2)

ρ1β2

(χ0 + χ1D1)

χ0

=
α(β1 + β2)

ρ1β2

(
1 +

D1χ1

χ0

)
.

Desta forma, temos que se v �= 0, então

1 +
D1χ1

χ0

> 0 e
L

π

√
−α(β1 + β2)χ1

χ0

∈ N.

Portanto, v = 0 se

1 +
D1χ1

χ0

< 0 ou
L

π

√
−α(β1 + β2)χ1

χ0

/∈ N

o que prova o caso (i).

Note agora que, se χ0 = 0 e χ1 �= 0, então é imediato de (4.15) que v = 0, logo segue o

caso (ii).

Finalmente, vamos supor que χ0 = χ1 = 0. De χ1 = 0 temos que ρ1β2 = ρ2β1 e de

χ0 = 0 segue que

χ0 = ρ2β1D1 + ρ1β2D2 = ρ2β1(D1 +D2) = 0,
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ou seja, D1 = −D2. Desta forma, temos que (4.13) e (4.14) são linearmente dependentes.

Note então que, da equação característica de (4.13), temos que se v �= 0, então

ρ1β2λ
2 = α(β1 + β2)−D1

(νπ
L

)2
,

para algum ν ∈ N.

Se D1 > 0 e L2α(β1 + β2)−D1π
2 < 0, temos

L2ρ1β2λ
2 = L2α(β1 + β2)−D1π

2ν2 ≤ L2α(β1 + β2)−D1π
2 < 0,

e assim λ2 < 0, um absurdo, o que implica que só podemos ter v = 0. Com isto, o caso (iii)

está provado.

�

Para verificar agora, que de fato sob certas condições, a solução do problema de mis-

tura termoelástica do tipo III é exponencialmente estável, será necessário uma série de le-

mas. Antes de enunciá-los, é importante notar que, dado F = (f, g, h, p, q, r) ∈ H, se

U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ D(A) é solução da equação resolvente

iλU −AU = F (4.17)

então ela pode ser escrita em termos de suas componentes como

iλv − V = f (4.18)

iλw −W = g (4.19)

iλθ −Θ = h (4.20)

iλρ1V − a11vxx − a12wxx + α(v − w)− β1Θx = p (4.21)

iλρ2W − a12vxx − a22wxx − α(v − w)− β2Θx = q (4.22)

iλcΘ− (β1Vx + β2Wx)− (kθxx + γΘxx) = r. (4.23)

Com isso, podemos agora enunciar os nossos resultados.

Lema 4.2. Se iR ⊂ ρ(A) e U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ D(A) é solução de (4.17), então existe

uma constante K1 > 0 tal que ∫ L

0

|Θx|2 dx ≤ K1 ‖U‖H ‖F‖H .
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Demonstração: Utilizando (3.14) temos

Re 〈F, U〉H = Re 〈(iλI − A)U,U〉H = −Re 〈AU,U〉H = γ

∫ L

0

|Θx|2 dx.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na igualdade acima segue que existe K1 > 0 tal

que ∫ L

0

|Θx|2 dx ≤ K1 ‖U‖H ‖F‖H ,

e segue o resultado.

�

Lema 4.3. Se iR ⊂ ρ(A) e U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ D(A) é solução de (4.17), então existe

uma constante K2 > 0 tal que se |λ| > 1,∫ L

0

|θx|2 dx ≤ K2 ‖U‖H ‖F‖H +K2 ‖F‖2H .

Demonstração: Derivando (4.20) com relação à variável x, fazendo o produto por θx e inte-

grando de 0 a L, obtemos∫ L

0

|θx|2 dx =
1

iλ

∫ L

0

hxθx dx+
1

iλ

∫ L

0

Θxθx dx.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na igualdade acima obtemos∫ L

0

|θx|2 dx ≤ 1

|λ| ‖Θx‖ ‖θx‖+ 1

|λ| ‖θx‖ ‖hx‖ .

Agora, utilizando a desigualde de Young, temos∫ L

0

|θx|2 dx ≤ 1

2ε1 |λ|2
‖Θx‖2 + ε1 ‖θx‖2 + 1

2ε1 |λ|2
‖hx‖2 .

Utilizando a estimativa obtida no lema 4.2 e tomando ε1 = 1
2
, segue que existe uma

constante K2 > 0 tal que∫ L

0

|θx|2 dx ≤ K2

|λ|2 ‖U‖H ‖F‖H +
K2

|λ|2 ‖F‖2H

e então, se |λ| > 1, segue o resultado.

�

Lema 4.4. Se iR ⊂ ρ(A), U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ D(A) é solução de (4.17) e |λ| > 1, então
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existe uma constante K3 > 0 tal que∫ L

0

|β1vx + β2wx|2 dx ≤ K3 ‖U‖H ‖F‖H +K3 ‖F‖2H + ε2 ‖U‖2H ,

onde ε2 > 0 é arbitrário.

Demonstração: Substituindo (4.18) e (4.19) em (4.23), temos que

β1vx + β2wx = cΘ− 1

iλ
(kθxx + γΘxx)− 1

iλ
r +

1

iλ
(β1fx + β2gx).

Fazendo o produto da igualdade anterior com β1vx + β2wx e integrando de 0 a L, obtemos

∫ L

0

|β1vx + β2wx|2 dx = c

∫ L

0

Θ(β1vx + β2wx) dx− 1

iλ

∫ L

0

r(β1vx + β2wx) dx

+
1

iλ

∫ L

0

(kθx + γΘx)(β1vxx + β2wxx) dx+
1

iλ

∫ L

0

(β1fx + β2gx)(β1vx + β2wx) dx. (4.24)

Agora, note que as equações (4.21) e (4.22) nos fornece que

a11vxx + a12wxx = iλρ1V + α(v − w)− β1Θx − p (4.25)

e

a12vxx + a22wxx = iλρ2W − α(v − w)− β2Θx − q. (4.26)

Considerando σ = a11a22 − a212 > 0 temos que

−D2

σ
(a11vxx + a12wxx) +

D1

σ
(a12vxx + a22wxx)

=
1

σ
(β1a11a22vxx + β1a12a22wxx − β2a11a12vxx − β2a

2
12wxx

+β2a11a12vxx + β2a11a22wxx − β1a
2
12vxx − β1a12a22wxx)

=
1

σ
(β1σvxx + β2σwxx) = β1vxx + β2wxx,

ou seja,

−D2

σ
(a11vxx + a12wxx) +

D1

σ
(a12vxx + a22wxx) = β1vxx + β2wxx. (4.27)

Com isso, usando (4.25) e (4.26) em (4.27), temos

β1vxx + β2wxx

=
1

σ
(−iλρ1D2V −αD2(v−w)+β1D2Θx+D2p+ iλρ2D1W −αD1(v−w)−β2D1Θx−D1q)
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=
1

σ
[iλ(ρ2D1W − ρ1D2V )− α(D1 +D2)(v − w) + (β1D2 − β2D1)Θx + (D2p−D1q)] .

Assim, substituindo a igualdade acima em (4.24), obtemos∫ L

0

|β1vx + β2wx|2 dx = c

∫ L

0

Θ(β1vx + β2wx) dx− 1

iλ

∫ L

0

r(β1vx + β2wx) dx

− 1

σ

∫ L

0

(kθx + γΘx)(ρ2D1W − ρ1D2V ) dx− α(D1 +D2)

iσλ

∫ L

0

(kθx + γΘx)(v − w) dx

+
β1D2 − β2D1

iσλ

∫ L

0

(kθx + γΘx)Θx dx+
1

iσλ

∫ L

0

(kθx + γΘx)(D2p−D1q) dx

+
1

iλ

∫ L

0

(β1fx + β2gx)(β1vx + β2wx) dx. (4.28)

Fazendo o uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz e de Poincaré em (4.28), obtemos∫ L

0

|β1vx + β2wx|2 dx ≤ cc∗ ‖Θx‖ ‖β1vx + β2wx‖+ 1

|λ| ‖r‖ ‖β1vx + β2wx‖

+
k

σ
‖θx‖ ‖ρ2D1W − ρ1D2V ‖+ γ

σ
‖Θx‖ ‖ρ2D1W − ρ1D2V ‖

+
α |D1 +D2| k

σ |λ| ‖θx‖ ‖v − w‖+ α |D1 +D2| γ
σ |λ| ‖Θx‖ ‖v − w‖

+
|β1D2 − β2D1| k

σ |λ| ‖θx‖ ‖Θx‖+ |β1D2 − β2D1| γ
σ |λ| ‖Θx‖2

+
k

σ |λ| ‖θx‖ ‖D2p−D1q‖+ γ

σ |λ| ‖Θx‖ ‖D2p−D1q‖

+
1

|λ| ‖β1fx + β2gx‖ ‖β1vx + β2wx‖ .

Tomando |λ| > 1 e utilizando a desigualdade de Young de forma conveniente, segue que∫ L

0

|β1vx + β2wx|2 dx ≤ K∗ ‖Θx‖2 +K∗ ‖θx‖2 +K∗ ‖F‖2H + ε2 ‖U‖2H ,

para alguma constante positiva K∗ e ε2 > 0 arbitrário.

Utilizando as estimativas obtidas nos lemas 4.2 e 4.3, segue a existência de uma constante

K3 > 0 tal que∫ L

0

|β1vx + β2wx|2 dx ≤ K3 ‖U‖H ‖F‖H +K3 ‖F‖2H + ε2 ‖U‖2H ,

o que conclui o resultado.

�
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Lema 4.5. Se iR ⊂ ρ(A), U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ D(A) é solução de (4.17) e |λ| > 1, então

existe uma constante K4 > 0 tal que∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx ≤ K4 ‖U‖H ‖F‖H +K4 ‖F‖2H + ε3 ‖U‖2H ,

onde ε3 > 0 é arbitrário.

Demonstração: Defina ϕ1(x) =

∫ x

0

V (s) ds e ϕ2(x) =

∫ x

0

W (s) ds. Note que

|ϕ1(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

V (s) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ L

0

|V (s)| ds ≤
{∫ L

0

12 ds

} 1
2
{∫ L

0

|V (s)|2 ds
} 1

2

=
√
L ‖V ‖ .

Portanto,

‖ϕ1‖ =

{∫ L

0

|ϕ1|2 dx
} 1

2

≤
{∫ L

0

L ‖V ‖2 dx
} 1

2

= L ‖V ‖ . (4.29)

De forma análoga podemos obter que

‖ϕ2‖ ≤ L ‖W‖ . (4.30)

Agora, fazendo o produto de (4.23) por β1ϕ1 + β2ϕ2 e integrando de 0 a L, temos que

iλc

∫ L

0

Θ(β1ϕ1 + β2ϕ2) dx+

∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx+

∫ L

0

(kθx + γΘx)(β1V + β2W ) dx

=

∫ L

0

r(β1ϕ1 + β2ϕ2) dx.

Considere então ξ ∈ H2(0, L) ∩ L2
∗(0, L), solução do problema{

ξxx = Θ,

ξx(0) = ξx(L) = 0.

Desta forma, a igualdade anterior é equivalente a∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx = iλc

∫ L

0

ξx(β1V + β2W ) dx

−
∫ L

0

(kθx + γΘx)(β1V + β2W ) dx+

∫ L

0

r(β1ϕ1 + β2ϕ2) dx. (4.31)

Fazendo o produto de (4.21) e (4.22) por β1ρ2 e β2ρ1, respectivamente, e somando os

resultados, obtemos
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iλρ1ρ2(β1V + β2W )

= A1vxx + A2wxx + αχ1(v − w) + (β2
1ρ2 + β2

2ρ1)Θx + (β1ρ2p+ β2ρ1q), (4.32)

onde

A1 = a11β1ρ2 + a12β2ρ1

A2 = a12β1ρ2 + a22β2ρ1.

Substituindo (4.32) em (4.31) obtemos que∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx = −
∫ L

0

(kθx + γΘx)(β1V + β2W ) dx+

∫ L

0

r(β1ϕ1 + β2ϕ2) dx

+
c

ρ1ρ2

∫ L

0

Θ(A1vx + A2wx) dx+
c

ρ1ρ2
(β2

1ρ2 − β2
2ρ1)

∫ L

0

|Θ|2 dx

− c

ρ1ρ2

∫ L

0

ξx(β1ρ2p+ β2ρ1q) dx− cαχ1

ρ1ρ2

∫ L

0

ξx(v − w) dx. (4.33)

Fazendo uso das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré em (4.33), temos∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx ≤ k ‖θx‖ ‖β1V + β2W‖+ γ ‖Θx‖ ‖β1V + β2W‖

+ ‖r‖ ‖β1ϕ1 + β2ϕ2‖+ cc∗
ρ1ρ2

‖Θx‖ ‖A1vx + A2wx‖+ cc2∗ |β2
1ρ2 − β2

2ρ1|
ρ1ρ2

‖Θx‖2

+
c

ρ1ρ2
‖ξx‖ ‖β1ρ2p+ β2ρ1q‖+ cα |χ1|

ρ1ρ2
‖ξx‖ ‖v − w‖ .

Como ξxx = Θ e ξx(0) = ξx(L) = 0, existe uma constante κ1 > 0 tal que ‖ξx‖ ≤ κ1 ‖Θ‖.

Logo, ∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx ≤ k ‖θx‖ ‖β1V + β2W‖+ γ ‖Θx‖ ‖β1V + β2W‖

+ ‖r‖ ‖β1ϕ1 + β2ϕ2‖+ cc∗
ρ1ρ2

‖Θx‖ ‖A1vx + A2wx‖+ cc2∗ |β2
1ρ2 − β2

2ρ1|
ρ1ρ2

‖Θx‖2

+
cκ1

ρ1ρ2
‖Θ‖ ‖β1ρ2p+ β2ρ1q‖+ cακ1 |χ1|

ρ1ρ2
‖Θ‖ ‖v − w‖ . (4.34)

Utilizando em (4.34) a desigualdade de Young de forma conveniente, a desigualdade de

Poincaré e as estimativas (4.29) e (4.30), obtemos que∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx ≤ κ2 ‖θx‖2 + κ2 ‖Θx‖2 + κ2 ‖U‖H ‖F‖H + κ2 ‖F‖2H + ε3 ‖U‖2H ,

para alguma constante positiva κ2 e ε3 > 0 arbitrário.

Agora, fazendo uso das estimativas obtidas nos lemas 4.2 e 4.3, segue a existência de uma
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constante K4 > 0 de forma que∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx ≤ K4 ‖U‖H ‖F‖H +K4 ‖F‖2H + ε3 ‖U‖2H

e o resultado está provado.

�

Lema 4.6. Suponha que iR ⊂ ρ(A), U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ D(A) é solução de (4.17) e

|λ| > 1. Então existe uma constante K5 > 0 tal que∫ L

0

|A1vx + A2wx|2 dx ≤ K5 ‖F‖2H +K5 ‖U‖H ‖F‖H +
K5

|λ|2 ‖V −W‖2 + ε4 ‖U‖2H ,

com ε4 > 0 arbitrário.

Demonstração: Multiplicando (4.32) por A1v + A2w e integrando de 0 a L, obtemos∫ L

0

|A1vx + A2wx|2 dx = −iλρ1ρ2

∫ L

0

(β1V + β2W )(A1v + A2w) dx

+αχ1

∫ L

0

(v − w)(A1v + A2w) dx+ (β2
1ρ2 + β2

2ρ1)

∫ L

0

Θx(A1v + A2w) dx

+

∫ L

0

(β1ρ2p+ β2ρ1q)(A1v + A2w) dx.

De (4.18) e (4.19) segue que iλv = f + V e iλw = g +W . Logo,∫ L

0

|A1vx + A2wx|2 dx = ρ1ρ2

∫ L

0

(β1V + β2W )(A1V + A2W ) dx

+ρ1ρ2

∫ L

0

(β1V + β2W )(A1f + A2g) dx+ (β2
1ρ2 + β2

2ρ1)

∫ L

0

Θx(A1v + A2w) dx

+
αχ1

iλ

∫ L

0

(V −W )(A1v + A2w) dx+
αχ1

iλ

∫ L

0

(f − g)(A1v + A2w) dx

+

∫ L

0

(β1ρ2p+ β2ρ1q)(A1v + A2w) dx.

Aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Poincaré na igualdade anterior,

obtemos
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∫ L

0

|A1vx + A2wx|2 dx ≤ ρ1ρ2 ‖β1V + β2W‖ ‖A1V + A2W‖

+ρ1ρ2 ‖β1V + β2W‖ ‖A1f + A2g‖+ (β2
1ρ2 + β2

2ρ1)c∗ ‖Θx‖ ‖A1vx + A2wx‖

+
α |χ1| c∗

|λ| ‖V −W‖ ‖A1vx + A2wx‖+ α |χ1| c∗
|λ| ‖f − g‖ ‖A1vx + A2wx‖ .

Fazendo então o uso da desigualdade de Young de forma conveniente, obtemos∫ L

0

|A1vx + A2wx|2 dx ≤ κ3 ‖β1V + β2W‖2+κ3 ‖Θx‖2+ε∗ ‖U‖2H+κ3 ‖F‖2H+
κ3

|λ|2 ‖V −W‖2 ,

onde κ3 é uma constante positiva e ε∗ > 0 é arbitrário.

Aplicando as estimativas obtidas nos lemas 4.2 e 4.5, segue a existência de uma constante

K5 > 0 tal que∫ L

0

|A1vx + A2wx|2 dx ≤ K5 ‖F‖2H +K5 ‖U‖H ‖F‖H +
K5

|λ|2 ‖V −W‖2 + ε4 ‖U‖2H ,

com ε4 = ε3 + ε∗ arbitrário. O que conclui o resultado.

�

Lema 4.7. Suponha que iR ⊂ ρ(A) e U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ D(A) é solução de (4.17). Se

χ0 = χ1 = 0 e D1 > 0 então existe uma constante K6 > 0 tal que∫ L

0

|V −W |2 dx+

∫ L

0

|v − w|2 dx+

∫ L

0

|vx − wx|2 dx ≤ K6 ‖U‖H ‖F‖H .

Demonstração: Multiplicando (4.21) por β2 e (4.22) por β1, obtemos

iλρ1β2V − a11β2vxx − a12β2wxx + αβ2(v − w)− β1β2Θx = β2p (4.35)

iλρ2β1W − a12β1vxx − a22β1wxx + αβ1(v − w)− β1β2Θx = β1q (4.36)

Como por hipótese χ1 = 0, temos que β1ρ2 = β2ρ1. Assim, fazendo a diferença entre

(4.35) e (4.36) segue que

iλρ1β2(V −W )−D1vxx −D2wxx + α(β1 + β2)(v − w) = β2p− β1q. (4.37)

Além disso, como χ0 = 0, temos

χ0 = β1ρ2D1 + β2ρ1D2 = β1ρ2(D1 +D2) = 0,

e então D2 = −D1.
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Com isso, (4.37) pode ser reescrita como

iλρ1β2(V −W )−D1(vxx − wxx) + α(β1 + β2)(v − w) = β2p− β1q. (4.38)

Fazendo o produto de (4.38) por (v − w) e integrando de 0 a L, temos

iλρ1β2

∫ L

0

(V −W )(v − w) dx+D1

∫ L

0

|vx − wx|2 dx

+α(β1 + β2)

∫ L

0

|v − w|2 dx =

∫ L

0

(β2p− β1q)(v − w) dx. (4.39)

Lembrando que iλv = f + V e iλw = g +W , temos que (4.39) pode ser escrita como

ρ1β2

∫ L

0

|V −W |2 dx+D1

∫ L

0

|vx − wx|2 dx

+α(β1+β2)

∫ L

0

|v − w|2 dx =

∫ L

0

(β2p− β1q)(v − w) dx−
∫ L

0

(f − g)(v − w) dx. (4.40)

Agora, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue a existência de K6 > 0 tal

que ∫ L

0

|V −W |2 dx+

∫ L

0

|v − w|2 dx+

∫ L

0

|vx − wx|2 dx ≤ K6 ‖U‖H ‖F‖H .

e segue o resultado.

�

Enunciemos agora o resultado que estabelece condições suficientes para que o semigrupo

associado ao problema de mistura termoelástica do tipo III seja exponencialmente estável.

Teorema 4.8. Se ocorre a condição (i) ou (iii) do Teorema 4.1, então o semigrupo associado

ao problema de mistura termoelástica do tipo III é exponencialmente estável, ou seja, existem

constantes M > 0 e ω < 0 tais que

‖S(t)‖L(H) ≤ Meωt, ∀t ≥ 0.

Demonstração: Vamos supor inicialmente que ocorre (i). Do fato de termos χ0 �= 0, segue

que

det

(
A1 A2

β1 β2

)
= A1β2 − A2β1 = a11β1β2ρ2 + a12β

2
2ρ1 − a12β

2
1ρ2 − a22β1β2ρ1

= ρ2β1(a11β2 − a12β1) + ρ1β2(a12β2 − a22β1) = χ0 �= 0.
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Assim, existem constantes M1,M2, N1, N2 tais que

vx = M1(β1vx + β2wx) +N1(A1vx + A2wx)

e

wx = M2(β1vx + β2wx) +N2(A1vx + A2wx).

Portanto, fazendo uso das estimativas obtidas nos lemas 4.4 e 4.6, segue que existe K7 > 0

tal que ∫ L

0

|vx|2 dx+

∫ L

0

|wx|2 dx

≤ K7 ‖F‖2H +K7 ‖U‖H ‖F‖H +
K7

|λ|2 ‖V −W‖2 + ε5 ‖U‖2H , (4.41)

com ε5 > 0 arbitrário.

Agora, multiplicando (4.21) por v e integrando de 0 a L, obtemos

iλρ1

∫ L

0

V v dx+ a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

wxvx dx

+α

∫ L

0

(v − w)v dx− β1

∫ L

0

Θxv dx =

∫ L

0

pv dx.

Utilizando a igualdade (4.18), segue então que

ρ1

∫ L

0

|V |2 dx = a11

∫ L

0

|vx|2 dx+ a12

∫ L

0

wxvx dx+ α

∫ L

0

(v − w)v dx− β1

∫ L

0

Θxv dx

−
∫ L

0

pvdx− ρ1

∫ L

0

V fdx.

Aplicando as desigualdes de Cauchy-Schwarz, Poincaré e Young na igualdade acima,

obtemos

ρ1

∫ L

0

|V |2 dx ≤ κ4

{∫ L

0

|vx|2 dx+

∫ L

0

|wx|2 dx
}
+ κ4 ‖Θx‖2 + κ4 ‖F‖2H , (4.42)

para alguma constante κ4 > 0. Fazendo então o uso da estimativa do lema 4.2 e de (4.41),

segue que existe uma constante K8 > 0 tal que∫ L

0

|V |2 dx ≤ K8 ‖F‖2H +K8 ‖U‖H ‖F‖H +
K8

|λ|2 ‖V −W‖2 + ε6 ‖U‖2H , (4.43)

com ε6 > 0 arbitrário.
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Multiplicando (4.22) por w e integrando de 0 a L temos que

iλρ2

∫ L

0

Ww dx+ a12

∫ L

0

vxwx dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx

−α

∫ L

0

(v − w)w dx− β2

∫ L

0

Θxw dx =

∫ L

0

qw dx.

Utilizando a igualdade (4.19), segue que

ρ2

∫ L

0

|W |2 dx = a12

∫ L

0

vxwx dx+ a22

∫ L

0

|wx|2 dx− α

∫ L

0

(v − w)w dx− β2

∫ L

0

Θxw dx

−
∫ L

0

qw dx− ρ2

∫ L

0

Wg dx.

Aplicando as desigualdes de Cauchy-Schwarz, Poincaré e Young na igualdade acima,

obtemos

ρ1

∫ L

0

|W |2 dx ≤ κ5

{∫ L

0

|vx|2 dx+

∫ L

0

|wx|2 dx
}
+ κ5 ‖Θx‖2 + κ5 ‖F‖2H , (4.44)

para alguma constante κ5 > 0. Fazendo então o uso da estimativa do lema 4.2 e de (4.41),

segue que existe uma constante K9 > 0 tal que∫ L

0

|W |2 dx ≤ K9 ‖F‖2H +K9 ‖U‖H ‖F‖H +
K9

|λ|2 ‖V −W‖2 + ε7 ‖U‖2H , (4.45)

com ε7 > 0 arbitrário.

Com isto, utilizando os lemas 4.2 e 4.3 e as estimativas (4.41),(4.43) e (4.45) temos

‖U‖2H ≤ K10 ‖F‖2H +K10 ‖U‖H ‖F‖H +
K10

|λ|2 ‖V −W‖2 + ε8 ‖U‖2H , (4.46)

para alguma constante K10 > 0, ε8 > 0 arbitrário e |λ| > 1.

No entanto, se considerarmos |λ| suficientemente grande, ε8 suficientemente pequeno e

aplicarmos a desigualdade de Young de forma conveniente em (4.46), obtemos uma constante

positiva K11 de forma que

‖U‖2H ≤ K11 ‖F‖2H (4.47)

e então ∥∥(iλI −A)−1
∥∥
L(H)

≤ K11,

para |λ| suficientemente grande. Portanto

lim sup
|λ|→∞

∥∥(iλI −A)−1
∥∥ < ∞.
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Com isso, o resultado segue do Teorema 2.28.

Agora, vamos supor que ocorre (iii). Utilizando o fato de que β1 + β2 > 0 obtemos

constantes M∗
1 ,M

∗
2 , N

∗
1 , N

∗
2 tais que

vx = M∗
1 (β1vx + β2wx) +N∗

1 (vx − wx)

e

wx = M∗
2 (β1vx + β2wx) +N∗

2 (vx − wx).

Desta forma, utilizando as estimativas obtidas nos lemas 4.4 e 4.7, segue que existe uma

constante positiva K12 de forma que∫ L

0

|vx|2 dx+

∫ L

0

|wx|2 dx ≤ K12 ‖F‖2H +K12 ‖U‖H ‖F‖H + ε9 ‖U‖2H , (4.48)

com ε9 > 0 arbitrário.

Fazendo uso da estimativa obtida no lema 4.2 e de (4.48) em (4.42) e (4.44), segue que∫ L

0

|V |2 dx+

∫ L

0

|W |2 dx ≤ K13 ‖F‖2H +K13 ‖U‖H ‖F‖H + ε10 ‖U‖2H , (4.49)

para alguma constante K13 > 0 e ε10 > 0 arbitrário.

Com isto, utilizando utilizando os lemas 4.2 e 4.3 e as estimativas (4.48) e (4.49) temos

‖U‖2H ≤ K14 ‖F‖2H +K14 ‖U‖H ‖F‖H + ε11 ‖U‖2H , (4.50)

para alguma constante K14 > 0, ε11 > 0 arbitrário e |λ| > 1.

Considerando ε11 suficientemente pequeno e utilizando a desigualdade de Young de forma

conveniente em (4.50), obtemos uma contante positiva K15 tal que

‖U‖2H ≤ K15 ‖F‖2H (4.51)

e então ∥∥(iλI −A)−1
∥∥
L(H)

≤ K15,

para |λ| > 1. Portanto

lim sup
|λ|→∞

∥∥(iλI −A)−1
∥∥ < ∞.

Novamente, o resultado segue do Teorema 2.28.

�
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4.1 FALTA DE ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Nesta seção, analisaremos uma condição em que o semigrupo associado ao sistema de

mistura termoelástica do tipo III não é exponencialmente estável. Com esse intuito, provamos

o seguinte resultado:

Teorema 4.9. Se temos que a condição (ii) do Teorema 4.1 ocorre, então o semigrupo associ-

ado ao sistema de mistura termoelástica do tipo III não é exponencialmente estável.

Demonstração: Para obter o nosso resultado, devemos mostrar que não temos

lim sup
|λ|→∞

∥∥(iλI −A)−1
∥∥ < ∞,

ou seja, mostraremos a existência de uma sequência real (λν) com λν → ∞ e uma sequência

limitada Fν em H tal que

∥∥(iλνI −A)−1Fν

∥∥
H → ∞, ν → ∞.

Note inicialmente que, da hipótese χ0 = 0 temos

ρ2β1D1 = −ρ1β2D2 (4.52)

e além disso,
D1

ρ1β2

> 0. (4.53)

De fato, se supormos que
D1

ρ1β2

≤ 0

entao teremos

D1 = (a11β2 − a12β1) ≤ 0, ou seja, a11 ≤ a12β1

β2

.

De (4.52) obtemos também que

−D2 = (a22β1 − a12β2) ≤ 0 ⇒ a22 ≤ a12β2

β1

e portanto, como a11, a22 > 0, tem-se

a11a22 ≤ a212,

o que é absurdo.

Consideremos então, para cada ν ∈ N, Fν = (0, 0, 0, sin
(
νπx
L

)
, 0, 0) e seja
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Uν = (vν , wν , θν , Vν ,Wν ,Θν) ∈ D(A) solução da equação resolvente

iλνUν −AUν = Fν

que em termos de suas componentes pode ser escrita como

iλνvν − Vν = 0, (4.54)

iλνwν −Wν = 0, (4.55)

iλνθν −Θν = 0, (4.56)

iλνρ1Vν − a11vνxx − a12wνxx + α(vν − wν)− β1Θνx = sin
(νπx

L

)
, (4.57)

iλνρ2Wν − a12vνxx − a22wνxx − α(vν − wν)− β2Θνx = 0, (4.58)

iλνcΘν − (β1Vνx + β2Wνx)− (kθνxx + γΘνxx) = 0. (4.59)

Substituindo (4.54), (4.55) e (4.56) em (4.57),(4.58) e (4.59), obtemos

−λ2
νρ1vν − a11vνxx − a12wνxx + α(vν − wν)− iλνβ1θνx = sin

(νπx
L

)
(4.60)

−λ2
νρ2wν − a12vνxx − a22wνxx − α(vν − wν)− iλνβ2θνx = 0 (4.61)

−λ2
νcθν − (iλνβ1vνx + iλνβ2wνx)− (kθνxx + iλνγθνxx) = 0. (4.62)

Assim, levando em conta as condições de fronteira, podemos considerar soluções da

forma

vν = Aν sin
(νπx

L

)
, wν = Bν sin

(νπx
L

)
e θν = Cν cos

(νπx
L

)
.

Substituindo estas soluções em (4.60)− (4.62), obtemos⎛⎜⎝ J1 J2 J3

J2 J4
β2

β1
J3

−J3 −β2

β1
J3 J5

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ Aν

Bν

Cν

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 1

0

0

⎞⎟⎠
onde

J1 = −λ2
νρ1 + a11

ν2π2

L2
+ α, J2 = a12

ν2π2

L2
− α, J3 = iλνβ1

νπ

L
,

J4 = −λ2
νρ2 + a22

ν2π2

L2
+ α, J5 = −λ2

νc+ k
ν2π2

L2
+ iλνγ

ν2π2

L2
.

Logo, da fórmula de Cramer, temos

Aν =
Δ2

Δ1



53

onde

Δ1 = det

⎛⎜⎝ J1 J2 J3

J2 J4
β2

β1
J3

−J3 −β2

β1
J3 J5

⎞⎟⎠ = J5(J1J4 − J2
2 ) + J2

3 (−2
β2

β1

J2 + J4 +
β2
2

β2
1

J1). (4.63)

Δ2 = det

⎛⎜⎝ 1 J2 J3

0 J4
β2

β1
J3

0 −β2

β1
J3 J5

⎞⎟⎠ = J4J5 +
β2
2

β2
1

J2
3 . (4.64)

Veja agora que

−2
β2

β1

J2 + J4 +
β2
2

β2
1

J1 = −2
β2

β1

(
a12

ν2π2

L2
− α

)
+ (−λ2

νρ2 + a22
ν2π2

L2
+ α)

+
β2
2

β2
1

(−λ2
νρ1 + a11

ν2π2

L2
+ α)

=

(
β2
2a11 − 2β1β2a12 + β2

1a22
β2
1

)
ν2π2

L2
− λ2

ν

(
ρ1β

2
2 + ρ2β

2
1

β2
1

)
+ α

(
(β1 + β2)

2

β2
1

)
=

1

β2
1

{
[β2(a11β2 − a12β1) + β1(a22β1 − a12β2)]

ν2π2

L2
− λ2

ν(ρ1β
2
2 + ρ2β

2
1) + α(β1 + β2)

2

}
=

1

β2
1

{[
β2

β1ρ2
(ρ2β1D1) +

β1

β2ρ1
(−ρ1β2D2)

]
ν2π2

L2
− λ2

ν(ρ1β
2
2 + ρ2β

2
1) + α(β1 + β2)

2

}
.

Utilizando a igualdade (4.52), segue então que

−2
β2

β1

J2 + J4 +
β2
2

β2
1

J1

=
1

β2
1

{
(ρ1β

2
2 + ρ2β

2
1)

[
D1

ρ1β2

ν2π2

L2
− λ2

ν

]
+ α(β1 + β2)

2

}
. (4.65)

Tomando então

λ2
ν =

D1

ρ1β2

ν2π2

L2
+ d,

onde d é uma constante a ser fixada posteriormente, temos de (4.53) que λ2
ν > 0 para ν

suficientemente grande. Assim, obtemos

−2
β2

β1

J2 + J4 +
β2
2

β2
1

J1 =
1

β2
1

[−d(ρ1β
2
2 + ρ2β

2
1) + α(β1 + β2)

2
]
=: σ0(cte). (4.66)

Vejamos agora que
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J1J4 − J2
2 = λ4

νρ1ρ2 − λ2
να(ρ1 + ρ2)− λ2

ν

ν2π2

L2
(ρ1a22 + ρ2a11)

+α(a11 + 2a12 + a22)
ν2π2

L2
+ σ

ν4π4

L4
. (4.67)

Substituindo o valor de λν em (4.67), temos que

J1J4 − J2
2 =

ν4π4

L4

{
ρ2

ρ1β2
2

D2
1 + σ − (ρ1a22 + ρ2a11)

ρ1β2

D1

}
+
ν2π2

L2

{
2d

β2

D1 − d(ρ1a22 + ρ2a11) + α(a11 + 2a12 + a22)− α
(ρ1 + ρ2)

ρ1β2

D1

}
+ρ1ρ2d

2 − αd(ρ1 + ρ2).

Note então que
ρ2

ρ1β2
2

D2
1 + σ − (ρ1a22 + ρ2a11)

ρ1β2

D1

=
ρ2β

2
1a

2
12

ρ1β2
2

− β1ρ2a11a12
ρ1β2

+
β1a12a22

β2

− a212

=
a12(ρ2β

2
1a12 − ρ2β1β2a11 + ρ1β1β2a22 − ρ1β

2
2a12)

ρ1β2
2

= − a12
ρ1β2

2

[ρ2β1(a11β2 − a12β1) + ρ1β2(a12β2 − a22β1)]

=
−a12
ρ1β2

2

χ0 = 0.

Assim, tomando d de forma que

2d

β2

(a11β2−a12β1)−d(ρ1a22+ρ2a11)+α(a11+2a12+a22)−α
(ρ1 + ρ2)

ρ1β2

(a11β2−a12β1) = 0,

temos

J1J4 − J2
2 = ρ1ρ2d

2 − αd(ρ1 + ρ2) =: σ1(cte) (4.68)

De (4.63), (4.66) e (4.68) temos então que

Δ1 =

(
−λ2

νc+ k
ν2π2

L2
+ iλνγ

ν2π2

L2

)
σ1 − λ2

νβ
2
1

ν2π2

L2
σ0

= −σ1D
2
1ν

2π2c

ρ1β2L2
− cdσ1 +

kν2π2

L2
σ1 +

iγν4π4

L4

σ1D1

ρ1β2

+ iγσ1
ν2π2

L2
d

−β2
1σ0

ρ1β2

ν4π4

L4
− dβ2

1

ν2π2

L2
σ0
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=
ν4π4

L4

[
−σ1D

2
1L

2c

ρ1β2ν2π2
− cdσ1L

4

ν4π4
+

kσ1L
2

ν2π2
+

iγσ1D1

ρ1β2

+
iγσ1dL

2

ν2π2
− β2

1σ0

ρ1β2

− dβ2
1σ0L

2

ν2π2

]
=

ν4π4

L4
δ1ν ,

onde

δ1ν =

[
−σ1D

2
1L

2c

ρ1β2ν2π2
− cdσ1L

4

ν4π4
+

kσ1L
2

ν2π2
+

iγσ1D1

ρ1β2

+
iγσ1dL

2

ν2π2
− β2

1σ0

ρ1β2

− dβ2
1σ0L

2

ν2π2

]
.

Note que

δ1ν → iγσ1D1

ρ1β2

− β2
1σ0

ρ1β2

, ν → ∞.

Agora, de (4.64), temos

Δ2 =

(
−λ2

νc+ k
ν2π2

L2
+ iλνγ

ν2π2

L2

)(
−λ2

νρ2 + a22
ν2π2

L2
+ α

)
− β2

2

β2
1

λ2
νβ

2
1

ν2π2

L2

= λ4
νcρ2 −

λ2
νca22ν

2π2

L2
− λ2

νcα− kν2π2

L2
λ2
νρ2 +

kν4π4a22
L4

+
αkν2π2

L2

− iλ3
νγρ2ν

2π2

L2
− iλνγν

4π4a22
L4

+
iαλνγν

2π2

L2
− β2

2

β2
1

λ2
νβ

2
1

ν2π2

L2

= −D2
1ν

4π4cρ2
ρ21β2L4

− 2dD1ν
2π2cρ2

ρ1β2L2
+ d2cρ2 −

(
D1ν

2π2

ρ1β2L2
+ d

)
ca22ν

2π2

L2

−cα

(
D1ν

2π2

ρ1β2L2
+ d

)
− kν2π2ρ2

L2

(
D1ν

2π2

ρ1β2L2
+ d

)
+

kν4π4a22
L4

+
αkν2π2

L2

+αiγ
ν3π3

L3

√
D1

ρ1β2

+
dL2

ν2π2
− β2

2ν
2π2

L2

(
D1ν

2π2

ρ1β2L2
+ d

)

=
ν5π5

L5

[
−D2

1cρ2L

ρ21β2νπ
− 2dD1cρ2

ρ1β2

L2

ν2π2
+

d2cρ2L
5

ν5π5
− D1ca22

ρ1β2

L

νπ
− cαD1L

3

ρ1β2ν2π3

−cαdL5

ν5π5
− ρ2kD1L

ρ1β2νπ
− kdρ2L

3

ν3π3
+

ka22L

νπ
+

αkL3

ν3π3
+ αiγ

√
D1

ρ1β2

+
dL2

ν2π2
− β2

2D1L

ρ1νπ
− β2

2dL

νπ

]

=
ν5π5

L5
δ2ν ,

onde

δ2ν =

[
−D2

1cρ2L

ρ21β2νπ
− 2dD1cρ2

ρ1β2

L2

ν2π2
+

d2cρ2L
5

ν5π5
− D1ca22

ρ1β2

L

νπ
− cαD1L

3

ρ1β2ν2π3

−cαdL5

ν5π5
− ρ2kD1L

ρ1β2νπ
− kdρ2L

3

ν3π3
+

ka22L

νπ
+

αkL3

ν3π3
+ αiγ

√
D1

ρ1β2

+
dL2

ν2π2
− β2

2D1L

ρ1νπ
− β2

2dL

νπ

]
.
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Note que

δ2ν → αiγ

√
D1

ρ1β2

, ν → ∞.

Desta forma, temos que

Aν =
ν5π5

L5 δ2ν
ν4π4

L4 δ1ν
=

νπ

L

δ2ν
δ1ν

,

com
δ2ν
δ1ν

→ cte, ν → ∞.

Finalmente, sabemos que

‖Uν‖2H ≥ c0

∫ L

0

|vνx|2 dx =
c0π

2

2L
(Aν)

2ν2 ≈ Cν4 → ∞, ν → ∞ (4.69)

e segue então o nosso resultado.

�
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5 DECAIMENTO POLINOMIAL

Neste capítulo, estabelecemos uma taxa ótima de decaimento polinomial para a solução

do problema de mistura com termoelásticidade tipo III, no caso em que a condição (ii) do

Teorema 4.1 seja válida. Com o intuito de usar o Teorema 2.29, necessitamos de uma estimativa

do tipo

‖U‖2H ≤ K |λ|4 ‖F‖2H .

Nossa maior dificuldade está em obter uma estimativa para ‖V −W‖2. A chave para

resolver este problema é estabelecer a igualdade (5.16), a ser apresentada na sequência.

Enunciamos então o seguinte resultado:

Teorema 5.1. Se ocorre (ii) do Teorema 4.1, então o semigrupo associado ao sistema de mis-

tura termoelástica do tipo III satisfaz

‖S(t)U0‖H ≤ K
t
1
2

‖U0‖D(A) ,

para alguma constante K. Além disso, a taxa de decaimento é ótima.

Demonstração: Seja U = (v, w, θ, V,W,Θ) ∈ D(A) solução de (4.17). Da desigualdade

(4.34) obtida no Lema 4.5 temos∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx ≤ k ‖θx‖ ‖β1V + β2W‖+ γ ‖Θx‖ ‖β1V + β2W‖

+ ‖r‖ ‖β1ϕ1 + β2ϕ2‖+ cc∗
ρ1ρ2

‖Θx‖ ‖A1vx + A2wx‖+ cc2∗ |β2
1ρ2 − β2

2ρ1|
ρ1ρ2

‖Θx‖2

+
cκ1

ρ1ρ2
‖Θ‖ ‖β1ρ2p+ β2ρ1q‖+ cακ1 |χ1|

ρ1ρ2
‖Θ‖ ‖v − w‖ ,

e então, usando a desigualdade Poincaré e de Young de forma conveniente e as estimativas

obtidas nos lemas 4.2 e 4.3, segue que∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx ≤ K1 ‖U‖H ‖F‖H +K1 ‖F‖2H

+δ1 ‖A1vx + A2wx‖2 + δ2 ‖v − w‖2 , (5.1)

para alguma constante K1 > 0 e δ1, δ2 > 0 arbitrários.

Agora, como por hipótese temos que χ0 = 0, segue que

A1vx + A2wx = γ0(β1vx + β2wx)
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e desta forma, (5.1) pode ser reescrita como∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx ≤ K1 ‖U‖H ‖F‖H +K1 ‖F‖2H

+δ1γ
2
0 ‖β1vx + β2wx‖2 + δ2 ‖v − w‖2 . (5.2)

Além disso, susbstituindo A1vx + A2wx = γ0(β1vx + β2wx) na igualdade (4.32), temos

iλρ1ρ2(β1V + β2W )

= γ0(β1vxx + β2wxx) + αχ1(v − w) + (β2
1ρ2 + β2

2ρ1)Θx + (β1ρ2p+ β2ρ1q). (5.3)

Multiplicando (5.3) por (β1V + β2W ) e integrando de 0 a L, obtemos

iλρ1ρ2

∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx = −γ0

∫ L

0

(β1vx + β2wx)(β1Vx + β2Wx)dx

+αχ1

∫ L

0

(v − w)(β1V + β2W )dx+ (β2
1ρ2 + β2

2ρ1)

∫ L

0

Θx(β1V + β2W )dx

+

∫ L

0

(β1ρ2p+ β2ρ1q)(β1V + β2W )dx. (5.4)

Das equações (4.18) e (4.19) sabemos que

β1Vx + β2Wx = iλ(β1vx + β2vx)− (β1fx + β2gx),

assim, (5.4) pode ser escrita como

γ0

∫ L

0

|β1vx + β2wx|2 dx = −γ0
iλ

∫ L

0

(β1vx + β2wx)(β1fx + β2gx)dx

−αχ1

iλ

∫ L

0

(v − w)(β1V + β2W )dx− (β2
1ρ2 + β2

2ρ1)

iλ

∫ L

0

Θx(β1V + β2W )dx

− 1

iλ

∫ L

0

(β1ρ2p+ β2ρ1q)(β1V + β2W )dx− ρ1ρ2

∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx. (5.5)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (5.5), obtemos

|γ0|
∫ L

0

|β1vx + β2wx|2 dx ≤ |γ0|
|λ| ‖β1vx + β2wx‖ ‖β1fx + β2gx‖

+
α |χ1|
|λ| ‖v − w‖ ‖β1V + β2W‖+ (β2

1ρ2 + β2
2ρ1)

|λ| ‖Θx‖ ‖β1V + β2W‖

1

|λ| ‖β1ρ2p+ β2ρ1q‖ ‖β1V + β2W‖+ ρ1ρ2 ‖β1V + β2W‖2 .
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E então, aplicando a desigualdade de Young de forma conveniente e fazendo uso das

estimativas obtidas nos lemas 4.2 e 4.3, obtemos uma constante K2 > 0 tal que∫ L

0

|β1vx + β2wx|2 dx ≤ K2

|λ|2 ‖U‖H ‖F‖H +
K2

|λ|2 ‖F‖2H +K2 ‖β1V + β2W‖2

+
K2

|λ|2 ‖v − w‖2 . (5.6)

Note então que, substituindo (5.6) em (5.2), tomando δ1 suficientemente pequeno e

|λ| > 1, temos que∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx ≤ K3 ‖U‖H ‖F‖H +K3 ‖F‖2H + δ2 ‖v − w‖2 + K3

|λ|2 ‖v − w‖2 , (5.7)

para alguma constante positiva K3.

Agora, de (4.21) e (4.22), temos

a11vxx + a12wxx = iλρ1V + α(v − w)− β1Θx − p (5.8)

e

a12vxx + a22wxx = iλρ2W − α(v − w)− β2Θx − q. (5.9)

Considerando σ = a11a22 − a212 > 0, note que

vxx =
a22
σ

(a11vxx + a12wxx)− a12
σ

(a12vxx + a22wxx)

e

wxx = −a12
σ

(a11vxx + a12wxx) +
a11
σ

(a12vxx + a22wxx).

Assim, substituindo (5.8) e (5.9) nas igualdades anteriores, temos

σ(vxx − wxx) = iλ [ρ1(a22 + a12)V − ρ2(a11 + a12)W ] + α(a11 + 2a12 + a22)(v − w)

+ [β2(a12 + a11)− β1(a12 + a22)] Θx + (a11 + a12)q − (a12 + a22)p,

ou seja,

−σ(vxx − wxx) + α(a11 + 2a12 + a22)(v − w) + [β2(a12 + a11)− β1(a12 + a22)] Θx

= −iλ [ρ1(a22 + a12)V − ρ2(a11 + a12)W ]− (a11 + a12)q + (a12 + a22)p. (5.10)

Note que, como β1 + β2 > 0, então

ρ1(a22 + a12)V − ρ2(a11 + a12)W =
ρ1(a22 + a12)(β1 + β2)

β1 + β2

V − ρ2(a11 + a12)(β1 + β2)

β1 + β2

W
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=
ρ1(a22 + a12)β1

β1 + β2

V +
ρ1(a22 + a12)β2

β1 + β2

V − ρ2(a11 + a12)β1

β1 + β2

W − ρ2(a11 + a12)β2

β1 + β2

W

=
[ρ1(a12 + a22 − ρ2(a11 + a12)]

β1 + β2

(β1V + β2W ) +
ρ2(a11 + a12)β1

β1 + β2

V

−ρ1(a22 + a12)β2

β1 + β2

W +
ρ1(a22 + a12)β2

β1 + β2

V − ρ2(a11 + a12)β1

β1 + β2

W

=
[ρ1(a12 + a22 − ρ2(a11 + a12)]

β1 + β2

(β1V + β2W ) +

[
β1ρ2(a11 + a12) + ρ1β2(a22 + a12)

β1 + β2

]
V

−
[
β1ρ2(a11 + a12) + ρ1β2(a22 + a12)

β1 + β2

]
W

=
[ρ1(a12 + a22 − ρ2(a11 + a12)]

β1 + β2

(β1V + β2W )

+

[
β1ρ2a11 + ρ1β2a22 + (β2ρ1 + β1ρ2)a12

β1 + β2

]
(V −W ),

ou seja,

ρ1(a22 + a12)V − ρ2(a11 + a12)W = σ1(β1V + β2W ) + σ0(V −W ),

onde

σ0 =
β2ρ1a22 + β1ρ2a11 + (β2ρ1 + β1ρ2)a12

β1 + β2

e σ1 =
ρ1(a12 + a22)− ρ2(a11 + a12)

β1 + β2

.

Logo, podemos reescrever (5.10) como

iλσ0(V −W )−σ(vxx−wxx)+α(a11+2a12+a22)(v−w)+[β2(a12 + a11)− β1(a12 + a22)] Θx

= −iλσ1(β1V + β2W )− (a11 + a12)q + (a12 + a22)p. (5.11)

Agora, multiplicando (4.21) por ρ2, (4.22) por ρ1 e fazendo a diferença entre elas,

obtemos

iλρ1ρ2(V −W )− (ρ2a11 − ρ1a12)vxx − (ρ2a12 − ρ1a22)wxx

+α(ρ1 + ρ2)(v − w) + χ1Θx = ρ2p− ρ1q. (5.12)

Novamente, usando o argumento de que β + β2 > 0, temos que (5.12) é equivalente a

iλρ1ρ2(V −W )− α0(vxx − wxx) + α(ρ1 + ρ2)(v − w) + χ1Θx

= α1(β1vxx + β2wxx) + ρ2p− ρ1q, (5.13)
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onde

α0 =
ρ2β2a11 + ρ1β1a22 − a12(β1ρ2 + β2ρ1)

β1 + β2

e α1 =
−ρ1(a12 + a22) + ρ2(a11 + a12)

β1 + β2

.

Note que σ1 = −α1. Utilizando este fato em (5.11) temos que

iλσ0(V −W )−σ(vxx−wxx)+α(a11+2a12+a22)(v−w)+[β2(a12 + a11)− β1(a12 + a22)] Θx

= iλα1(β1V + β2W )− (a11 + a12)q + (a12 + a22)p. (5.14)

Se α1 �= 0, então, multiplicando (5.13) por −γ0, (5.14) por ρ1ρ2 e somando-as, obtemos

iλρ1ρ2(σ0 − γ0)(V −W )− (ρ1ρ2σ − α0γ0)(vxx − wxx)

+ [αρ1ρ2(a11 + 2a12 + a22)− α(ρ1 + ρ2)γ0] (v − w)

+ [β2ρ1ρ2(a12 + a11)− β1ρ1ρ2(a12 + a22)− γ0χ1] Θx

= α1 [iλρ1ρ2(β1V + β2W )− γ0(β1vxx + β2wxx)] + F1, (5.15)

onde

F1 = [ρ1ρ2(a12 + a22)− γ0ρ2] p+ [−ρ1ρ2(a11 + a12) + γ0ρ1] q.

Substituindo (5.3) em (5.15), observamos então que existem constantes b1, b2, b3 e b4 de

forma que

iλb1(V −W )− b2(vxx − wxx) + b3(v − w) + b4Θx = F2, (5.16)

onde F2 é tal que ‖F2‖ ≤ C1 ‖F‖H, para alguma constante C1 > 0.

Se α1 = 0, note então que (5.13) e (5.14) são do mesmo tipo que (5.16), enfim, uma

igualdade como (5.16) sempre é valida.

Fazendo o produto de (5.16) por (V −W ) e integrando de 0 a L, obtemos

iλb1

∫ L

0

|V −W |2 dx+ b2

∫ L

0

(vx − wx)(Vx −Wx)dx

+b3

∫ L

0

(v − w)(V −W )dx+ b4

∫ L

0

Θx(V −W )dx =

∫ L

0

F2(V −W )dx.

De (4.18) e (4.19) sabemos que V − W = iλ(v − w) + (f − g), e assim, a igualdade

anterior pode ser dada por

iλb1

∫ L

0

|V −W |2 dx− iλb2

∫ L

0

|vx − wx|2 dx

−iλb3

∫ L

0

|v − w|2 dx+ b4

∫ L

0

Θx(V −W )dx
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=

∫ L

0

F2(V −W )dx− b2

∫ L

0

(vx − wx)(fx − gx)dx− b3

∫ L

0

(v − w)(f − g)dx. (5.17)

Tomando a parte real de (5.17), segue que

|Re 〈Θx, (V −W )〉| ≤ K4 ‖U‖H ‖F‖H , (5.18)

onde K4 é uma constante positiva.

Agora, multiplicando (5.14) por 1
σ
(β1v + β2w) e integrando de 0 a L, vem que

iλσ0

σ

∫ L

0

(V −W )(β1v + β2w)dx+

∫ L

0

(vx − wx)(β1vx + β2wx)dx

+
α(a11 + 2a12 + a22)

σ

∫ L

0

(v − w)(β1v + β2w)dx

+
[β2(a12 + a11)− β1(a12 + a22)]

σ

∫ L

0

Θx(β1v + β2w)dx

=
iλα1

σ

∫ L

0

(β1V + β2W )(β1v + β2w)dx

− 1

σ

∫ L

0

[(a11 + a12)q + (a12 + a22)p] (β1v + β2w)dx.

Utilizando novamente as equações (4.18) e (4.19), obtemos∫ L

0

(vx − wx)(β1vx + β2wx)dx = −α1

σ

∫ L

0

|β1V + β2W |2 dx

+
σ0

σ

∫ L

0

(V −W )(β1V + β2W )dx− α(a11 + 2a12 + a22)

σ

∫ L

0

(v − w)(β1v + β2w)dx

− [β2(a12 + a11)− β1(a12 + a22)]

σ

∫ L

0

Θx(β1v + β2w)dx+R1, (5.19)

onde R1 é tal que

|R1| ≤ C2 ‖U‖H ‖F‖H ,

para C2 > 0 constante.

Tomando a parte real de (5.19) e utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e

Poincaré, segue que

|Re 〈(β1vx + β2wx), (vx − wx)〉| ≤ K5 ‖β1V + β2W‖2 +K5 |Re 〈(β1V + β2W ), (V −W )〉|

+K5 ‖v − w‖ ‖β1vx + β2wx‖+K5 ‖Θx‖ ‖β1vx + β2wx‖+K5 ‖U‖H ‖F‖H , (5.20)

para alguma constante positiva K5.
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Note agora que, integrando (4.23) de 0 a x, obtemos

iλcξx − (β1V + β2W )− (kθx + γΘx) =

∫ x

0

rds, (5.21)

onde ξ ∈ H2(0, L) ∩ L2
∗(0, L) é tal que ξxx = Θ, ξx(0) = ξx(L) = 0.

Fazendo o produto de (5.21) por (V −W ) e integrando de 0 a L, temos∫ L

0

(β1V + β2W )(V −W )dx = iλc

∫ L

0

ξx(V −W )dx− k

∫ L

0

θx(V −W )dx

−γ

∫ L

0

Θx(V −W )dx−
∫ L

0

∫ x

0

rds(V −W )dx (5.22)

Utilizando as igualdades (4.20) e (5.13) em (5.22), segue que∫ L

0

(β1V + β2W )(V −W )dx =
cα0

ρ1ρ2

∫ L

0

Θx(v − w)dx+
cα(ρ1 + ρ2)

ρ1ρ2

∫ L

0

ξx(v − w)dx

+
cχ1

ρ1ρ2

∫ L

0

|Θ|2 dx+
cα1

ρ1ρ2

∫ L

0

Θ(β1vx + β2wx)dx− c

ρ1ρ2

∫ L

0

ξx(ρ2p− ρ1q)dx

− k

iλ

∫ L

0

Θx(V −W )dx− k

iλ

∫ L

0

hx(V −W )dx

−γ

∫ L

0

Θx(V −W )dx−
∫ L

0

∫ x

0

rds(V −W )dx (5.23)

Considerando então a parte real de (5.23) e utilizando as desigualdades de Cauchy-

Schwarz, Poincaré, a estimativa obtida no lema 4.2 e a desigualdade (5.18), temos que

|Re 〈(β1V + β2W ), (V −W )〉| ≤ K6 ‖Θx‖ ‖v − w‖+K6 ‖Θx‖ ‖β1vx + β2wx‖

+K6 ‖U‖H ‖F‖H , (5.24)

para alguma constante positiva K6.

Agora, fazendo o produto de (5.3) por (v − w) e integrando de 0 a L, obtemos

αχ1

∫ L

0

|v − w|2 dx = −ρ1ρ2

∫ L

0

(β1V + β2W )(V −W )dx+γ0

∫ L

0

(β1vx + β2wx)(vx − wx)dx

−(β2
1ρ2 + β2

2ρ1)

∫ L

0

Θx(v − w)dx+R2, (5.25)

onde R2 é tal que

|R2| ≤ C3 ‖U‖H ‖F‖H ,

para C3 > 0 constante.
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Tomando a parte real de (5.25) e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, vemos

que existe uma constante K7 > 0 tal que∫ L

0

|v − w|2 dx ≤ K7 |Re 〈(β1V + β2W ), (V −W )〉|+K7 |Re 〈(β1vx + β2wx), (vx − wx)〉|

+K7 ‖Θx‖ ‖v − w‖+K7 ‖U‖H ‖F‖H . (5.26)

Fazendo então o uso de (5.20) e (5.24), segue que∫ L

0

|v − w|2 dx ≤ K8 ‖β1V + β2W‖2+K8 ‖v − w‖ ‖β1vx + β2wx‖+K8 ‖Θx‖ ‖β1vx + β2wx‖

+K8 ‖Θx‖ ‖v − w‖+K8 ‖U‖H ‖F‖H , (5.27)

para alguma constante K8 > 0.

Utilizando em (5.27) a desigualdade de Young de forma conveniente, obtemos uma cons-

tante K9 > 0 satisfazendo∫ L

0

|v − w|2 dx ≤ K9 ‖β1V + β2W‖2 +K9 ‖β1vx + β2wx‖2 +K9 ‖Θx‖2

+K9 ‖U‖H ‖F‖H . (5.28)

E agora, utilizando o lema 4.2 e as estimativas (5.6) e (5.7) com δ2 suficientemente pe-

queno e |λ| suficientemente grande, obtemos∫ L

0

|v − w|2 dx ≤ K10 ‖U‖H ‖F‖H +K10 ‖F‖2H , (5.29)

com K10 > 0 constante.

Segue então das equações (4.18) e (4.19) e da estimativa (5.29) que existe uma constante

K11 > 0 tal que ∫ L

0

|V −W |2 dx ≤ K11 |λ|2 ‖U‖H ‖F‖H +K11 |λ|2 ‖F‖2H . (5.30)

Como β1 + β2 > 0, existem constantes M3,M4,M5 e M6 de forma que

V = M3(β1V + β2W ) +M4(V −W ) e W = M5(β1V + β2W ) +M6(V −W ).

Com isso, obtemos das estimativas (5.7) e (5.30) que∫ L

0

(|V |2 + |W |2)dx ≤ K12 |λ|2 ‖U‖H ‖F‖H +K12 |λ|2 ‖F‖2H , (5.31)

para alguma constante positiva K12.
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Utilizando agora as equações (4.21), (4.22) e a estimativa (5.31), segue que existe uma

constante K13 > 0 satisfazendo∫ L

0

(|vx|2 + |wx|2)dx ≤ K13 |λ|2 ‖U‖H ‖F‖H +K13 |λ|2 ‖F‖2H . (5.32)

E então, utilizando os lemas 4.2 e 4.3 juntamente com as estimativas (5.31) e (5.32) e a

desigualdade de Young, obtemos

‖U‖2H ≤ K14 |λ|4 ‖F‖2H , (5.33)

onde K14 é uma constante positiva. Com isso segue que

∥∥(iλI −A)−1
∥∥
L(H)

≤ K14 |λ|2 ,

para |λ| suficientemente grande. Utilizando o Teorema 2.29, obtemos uma constante positiva K
de forma que ∥∥S(t)A−1

∥∥
L(H)

≤ K
t
1
2

. (5.34)

Com isso, temos

‖S(t)U0‖H ≤ ∥∥S(t)A−1
∥∥
L(H)

‖AU0‖H ≤ K
t
1
2

‖AU0‖H =
K
t
1
2

‖U0‖D(A) . (5.35)

Desta forma, o decaimento polinomial segue da desigualdade (5.35).

Suponhamos agora que a taxa de decaimento possa ser melhorada, ou seja, que existe

ε > 0 tal que ∥∥S(t)A−1
∥∥
L(H)

≤ K
t

1
2−ε

.

Desta forma, pelo Teorema 2.29, segue que

∥∥(iλ−A)−1
∥∥
L(H)

≤ K |λ|2−ε .

Temos então que, dado F ∈ H,

‖U‖H ≤ K |λ|2−ε ‖F‖2H , ∀λ ∈ R− {0}

onde U ∈ D(A) é solução da equação resolvente (iλI −A)U = F .

Isto é uma contradição já que, aproveitando o Teorema 4.9, podemos construir sequências

(λν) ⊂ R, (Uν) ⊂ D(A) e (Fν) ⊂ H, tais que

‖Uν‖H ≥ K0 |λν |2 ‖Fν‖2H (veja a desigualdade (4.69)). (5.36)
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Desta forma, segue que a taxa de decaimento polinomial obtida é otima, o que conclui a

demonstração do Teorema.

�
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6 CONCLUSÃO

Neste trabalho foi estudado o sistema que modela uma Mistura Termoelástica do Tipo III,

sendo a existência e unicidade de solução para o modelo obtida por meio da teoria de semigrupo

de operadores. A principal contribuição deste trabalho foi estabelecer condições suficientes para

que a solução tenha decaimento exponencial e que estas condições dependem das relações com

os coeficientes. Estabelecemos também um caso onde a solução do nosso problema não possui

decaimento exponencial, e nestas condições, foi mostrado que a solução decai polinomialmente

e que a taxa obtida é ótima.
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